Consistometrie d'un fluide visqueux ou
viscoplastique dans un canal rectiligne

Résumeé

Ce travaill a comme objectif principal d'établir ufase théorique pour un
nouveau rhéometre, tres économique et facilemelgalie pour quantifier la
consistance des matériaux visqueux ou viscoplasgiqoonsistomeétre). L'étude
peut servir en outre a comprendre les écoulemetdogiqgues avec un front
d’'onde avancant, comme les laves torrentiellesest dvalanches de neiges
poudreuses. Nous traitons finalement un problemeruggure de barrage en
écoulement plan avec un modéle de fluide de typsdiel-Bulkley. A partir de
I'écoulement résultant, nous proposons un enserdblesolutions analytiques
simples qui peuvent étre exploiter dans ce but.

1 Introduction

Parmi les besoins des industriels en matiére dgpodement mécanique des matériaux
est de comparer les différents matériaux du paniuk de leur résistance a I'écoulement. Un
moyen de mesure consiste a utiliser les rhéomédgdaboratoire, mais le procédé nécessite
d’avoir des appareils chers et un temps relativenmeportant pour effectuer les mesures. De
plus, ces appareils sont munis d'outils de dimersiassez réduites et des problemes
apparaissent lorsqu’on veut caractériser des mésaogntenant une fraction forte en matieres
solides. Il existe aussi dans l'industrie du bé&toe mesure empirique relative aux réactions
du matériau quand on cherche a le cisaillé. llis@gla “maniabilité” du béton frais, mesurée
a I'aide d’'un appareil analogue au scissometrecdugple appliqué et la vitesse qui en résulte
sont mesurés. On peut ensuite comparer les résahleenus pour différents matériaux. Dans
'industrie agroalimentaire, on utilise souvent dappareils, encore a I'heure actuelle
empirique, appelés « consistomeétres ». Une quashtidée du fluide est mise brusquement
en écoulement sous l'effet de la gravité. On proeogqinsi un front d’onde. A un temps
donné, on mesure l'abscisse du front qui sera ensomparée pour differents matériaux.
Parmi ces instruments, on peut citer le consistande Bostwick et le consistometre
d’Adam. Le premier est de forme rectiligne, targlie le deuxieme est de forme cylindrique.

L’objectif principal de ce travail est d’établine base théorique d’'un consistomeétres
rectiligne pour permettre de quantifier la congsisea des matériaux visqueux ou
viscoplastiques. Les résultats obtenus permettanbwdre d’interpréter les écoulements
géologiques, comme les avalanches de neige powdiessécoulements de magma, les laves
torrentielles, glissements de terrain, écoulemelgssable, glissements sous-marin et les
eéboulements. Nous étudierons finalement un probléeneupture de barrage en écoulement
plan et en écoulement axisymétrique. Les fluidescoplastiques concernés par I'étude
peuvent étre les produits agroalimentaires et cbgues, les écumes, les composites, les
graisses, les bétons, les mélanges eau-charbansjases, le charbon liquide, les boues



résiduaires, les boues de forage, les encresgelatupes, les mélanges eau-argiles, les vases
(Bird & al 1983, Utracki 1988).

Dans I'écoulement plan, la littérature traite hdeme dans I'approximation de I'eau
peu profonde, qui suppose que la répartition dadasion le long d’'une section transversale
est hydrostatique (Barré de Saint Venant 1871)pteamiere solution analytique, dont le
frottement pariétal est supposé nul, a été donaédrjiter (1892). Le front d'onde avance
avec une vitesse constante égalé@ , tandis que l'onde négative (caractérisée par une
hauteur égale a la profondeur initiale de I'écogleiniH") recule avec une vitesse constante
JoH . Entre ces deux extrémités, la vitesse moyenné ld profondeur du fluide h sont

données par :
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t
ou x =0 correspond a lI'emplacement du barrage (dans ¢odbdument les abscisses seront

toujours comptées a partir de cette position), ttlestemps et g étant I'accélération de
pesanteur.
Il simple de vérifier que la solution prévoit quedection du barrage est une position critique :

la profondeur du fluideh = h,, la vitesse moyenne débitarlte=U,, le débitq=q,, et le
nombre de Froud&r = Fr, sont constants, soit :

hd:gH; Ud=§\/g_H; qd:hdUd:% gH®;, Fr=Fr,=1 [3]
Pa conséquent tous les profils de la surface plwatent autours de la section du barrage.
La solution de Ritter décrit bien les résultats @kpentaux obtenus avec I'eau (Dressler
1954, Schoklitsch 1917) hormis dans la zone dutfrmbépaisseur quasi nulle. Il faut
naturellement considérer le frottement visqueuxsdeette région. Dans ce but, Dressler
(1952-1954), puis Witham (1955) utilisent I'appnawdtion locale de I'hydraulique classique
pour représenter le frottement pariétal et donmkest approximations de la vitesse du front
d’onde.

Ce cas est different de celui visé dans ce traMails traitons ici le cas des fluides tres
consistants qui peuvent étre évalués a partir ddeteoviscoplastique d’Herschel-Bulkley. Le
modéle s’écrit en cisaillement simple, comme suit: L'’hypothése de base de Ila
modélisation mathématique consiste a supposer ga’'affaire dans ce cas a un fluide
beaucoup plus consistant que l'eau et la tendand&caulement turbulent est moins
prononcée. On est amené alors a supposer que [Bécent est laminaire et on sert ensuite de
la loi de comportement du fluide pour représengefrbttement. A notre connaissance, il
n'existe pas a I'’heure actuelle un critere relati& transition laminaire-turbulent valable pour
un modele d’'Herschel-Bulkley. Néanmoins, il exigtecertain nombre de critéres établis en
utilisant les modeéles de Bingham (cas particulier dodele d’Herschel-Bulkley lorsque
n=1) et en loi de puissance (cas particulier du modéterschel-Bulkley lorsques =0).
Dans ce cadre, Qian & Wan (1986) définissent peumbdéele de Bingham le nombre de
Reynolds suivant, rapport des contraintes ineegeflux contraintes viscoplastiques :

1 1 1
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Re, Re Reg,

[4]



avecRe =8pU?/s et Re, = pUD,, /k ou p est la masse volumique, B, est le diametre

hydraulique (égal a 4h dans le cas d’'une sectictamgulaire large, h étant la profondeur du
fluide). Selon Qian & Wan (1986), le régime estilaaire pourRe, < 2100. Liu & Mei 1990

montrent que la transition est dans le domae = 2000-3000. Kessel & Kranenburg

(1996) confirment ces résultats.
Pour gu’'un modéle en loi de puissance soit en éooeit laminaire dans une conduite
circulaire, Darby (1986) propose la relation entpig suivante :

Rel:: pUT"”Dﬂ} < RQ!: 0.125{@] (2100+8751- n))] [S]

Dans le probléme de rupture de barrage, la valeurodnbre de Reynolds ‘Re’ est maximale

aussitét apres la rupture (solution de type Rétdrvalable dans ce cas) et a I'endroit méme
du barrage. En négligeant dans ces instants lets gifastiques, il résulte compte tenu de la
solution de Ritter et I'équation ( 5) (supposéaesalable méme dans le probléme de rupture

de barrage), que le régime est laminaire lorsque :
2
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Ainsi, si on veut utiliser cet écoulement commeconsistomeétre, on devrait d’abord choisir
la valeur de la profondeur initiale H de telle sagt’elle puisse vérifier la condition ( 6 ).

Le traitement théorique des écoulements a sulifareedes fluides complexes, analytique
ou numeérique, est trés rare dans la littératures ddficultés expérimentales et celles
rencontrées lors de la résolution, sont dues eficpber a I'existence d’'une discontinuité
dans la loi de comportement du fluide lorsque lateonte atteint le seuil de plasticité.
Quelques investigateurs (Huang & Garcia 1997-1@98)ssot & al 1996, Laigle & Coussot
1997, Coussot 1994, Martinet 1992, Liu & Mei 1988Q, Johnson 1970 et autres) restent a
la frontiere de I'hydraulique classique, et ils siol@rent sans vérification avoir affaire a un
simple cisaillement du fluide sans aucune conteanatrmale. Il est pertinent de procéder ainsi
pour I'’écoulement uniforme dont la solution estrb@nnue pour des sections transversales
possédant une symétrie axiale, avec une zoneléeaill voisinage de la paroi et une zone
rigide au voisinage de la surface libre. Les denrxes sont séparées par une surface critiqgue
qui correspond au seuil de I'écoulement. Mais eyuksmment varié, Piau (1996) a montré que
le schéma reproduit de I'hydrauligue classique sprise en compte des contraintes
élongationnelles, peut étre incomplet. Piau procaftes a une analyse rigoureuse des
équations du mouvement avec un modele d’Herschi&ldéBu Il aboutit & une formulation
simplifiée ou l'influence des contraintes normatkge au seuil apparait explicitement. Une
généralisation du modeéle classique de Saint Veb@nt a été établie. Faisant apparaitre un
nouveaux nombre de Froude différent de celui dgfaulique classique.

L'étude présentée dans ce travail est fondéeesmmodéle de Piau (1996). Les équations
du mouvement ont été intégrées dans différentsmesid’ écoulement (dans le régime
inertiel, visqueux et lors de I'arrét). Pour parved notre objectif de départ, des relations
analytiques simples ont été déduites, et qui pewdtea utilisées pour évaluer a moindre frais
et avec une bonne précision, la consistance dégefluvisqueux ou viscoplastiques. La
validation a été établie dans un canal rectiligneuélisant deux modeles : un modele



Newtonien tres visqueux et un modele d'HerschekByl On obtient un accord
remarquable.

2 Théorie

2.1Equations adimensionnelles du mouvement

En négligeant les effets capillaires, Piau (1986)it les équations du mouvement
adimensionnelles d'un modeéle d’Herschel-Bulkley mmenant des échelles de longueur
différentes suivant la direction majore de I'écomdmt x et suivant I'épaisseur de la couche de
fluide h, L, et H, =& L, respectivement. En supposant que I'épaisseuretasd faible,

'auteur estime I'ordre de grandeur endes termes des équations (approximation de l'eau
peu profonde) et montre l'influence des contraintesmales dues au terme plastique
intervenant dans le modéle viscoplastique d’HelsBhkley. La prise de moyenne sur
I'épaisseur du fluide permet d’obtenir un systerégdations a une seule variable d’espace,
portant sur la vitesse moyenbke et la hauteur d’'une sectidn. Cette analyse a amené Piau a
proposer un modele d’écoulement monodimensionriidrdnt de celui du modeéle classique
de Saint-Venant (1871).

Pour un canal horizontal de section rectangulérenodele s’écrit en variables normalisées
(indiquées par le signe +) comme suit :

TG T ROt g T a0
. ! ! ! !
i B @ 7]
Inertie élongatiomel pariétal(viscoplagique)
! !
Forcegésistents Forcemotrice
avec
(t+,x*,h*,U+,J*):(tu—o,l,l,i, J — ”mj ; m:1 [ 8]
Ly Ly Ho Ug (k/09)Uo/(Hg)™) n

sgr(h,) représente le signe de la tangente de la surfaree(positif, négatif ou nul), compte
positif si la profondeur du fluide croit suivant Hirection (Ox). J* étant la pente de
frottement 0 =7,/ pgh ou 7, est la contrainte pariétale) normalisée par la mpusante

visqueuse de la loi de comportement viscoplastiggecoefficient § étant un parametre de

forme qui tient compte de la non répartition uniferde vitesse et qui dépend du nombre de
Reynolds ‘Re’. Pour un modéle Newtoniens,= 103 en écoulement turbulent, etl12 en

écoulement laminaire.

L’équation de quantité de mouvement ( 7 ) fait apfiee trois nombres adimensionnels : le
nombre de Froude de I'hydraulique classigee, le nombreg¢ qui traduit les effets des

contraintes élongationnelles et le nombre de RenBle. Les expressions de ces nombres
sont :



(Fr' (0' R%)z Uo | ¢S | pHol/mUO(Zm—l)/m
JaH,  pgH, k
@ est un paramétre de forme supposé par Piau corgtamtune situation d'écoulement
donnée. En écoulement graduellement varié€, la valeyparameétrep est d’environ 1.5 (cf.
Debiane 2000).
D’autre part, I'équation de continuité s’écrit com suit :
ah+ +U+ah++h+au+ _o [10]
ot 0X oh
Il reste maintenant a évaluer la pente de frottem& . On reproduit pour cela
I'hnypothése classique de I'écoulement équivalecallen régime uniforme (cf. Debiane 2000,
Huang & Garcia 1998, Coussot 1994). Ainsi, dangddthése de non glissement a la paroi et

un canal infiniment large)™ peut étre calculée en utilisant I'équation impéGuivante :

1/m
yeo b (megf (U] s 09 <1 sinonu® =0
G(m,0d,h*,J* )™ h* h"J

! ! ! ! [11]

£ [9]

Termeplastique Termevisqueux Ecoulement Arrét
avec :
m+l
G(m,0Od,,h*,J%) =(1— ?dﬂj 1+O—d°++ [12]
h"J (m+1)h*J

On fait apparaitre un quatrieme nombre adimensior®de, définit comme le nombre
d’Oldroyd, rapport des contraintes plastiques etraintes visqueuses :

od, = [13]

s
k(U /H )™
En associant I'ensemble de ces équations aux toamslinitiales (état du canalte= 0)
et aux conditions aux limites (difféerentes suivapie le réservoir est infiniment long ou
I'étendue est limitée), il est possible de résoutnienériquement le probleme. Mais, notre
objectif dans ce travail est de chercher les ap@m®a@analytiques de base pour la modélisation
numérique aussi bien pour I'application visée (tstosétrie).

2.2Approches analytiques de bases

L’équation de quantité de mouvement ( 7 ) expritdguilibre entre les forces motrices
[4] et les forces résistantes : [1] inertie, [2]ntaintes élongationnelles et [3] contraintes
pariétales (viscoplastiques). Ces dernieres peldtess exprimées en produit de deux termes,
un terme plastigues(m,Od,,h",J") et un terme purement visqueux (équation ( 11 ¢). L

terme plastique varie entre 0 et 1 : égal a 1 selal de contrainte est nul (loi de puissance),
proche de 1 si les contraintes visqueuses misgsuansont assez importantes devant les
contraintes plastiques et nul lors de l'arrét dedulement. Les forces motrices qui figurent
dans I'équation de quantité de mouvement et qut seprésentées par la tangente de la
surface libre [4] sont provoquées par la discorténbrutale de la profondeur du fluide a

t=0".



2.2.1 Ecoulement avec talus frontal

Dans ces petits instants, les vitesses d’écoulerpenvent étre assez importantes
(Re >>1) pour pouvoir négliger le frottement pariétal detvkinertie. Si la longueur initiale

du réservoir est infinie, la solution est dans ag analytique “écoulement avec talus frontal”
(Annexe A). Les hauteurs et les longueurs sontatdre de H H, =L, = H ), et compte
tenu de la solution inertielle de Ritter les viessl'écoulement sont de I'ordre q@

(U, =+/gH qui représente la valeur de la vitesse de I'ongfgative de Ritter). Il donc plus

avantageux dans ce cas d’exprimer les variableseadiionnelles désignées precédemment
par le signe + par les variables adimensionnellasstes (désignés ici par le signe *)

(h*,u*,x*,t*):(ﬂ, v x 1t ] ot n=> [14]
H JgH H H/g t
Le temps caractéristiquel, = /H/g, qui définit la norme du temps, représente
physiqguement le temps nécessaire a I'onde négdeveitter pour parcourir une fois la
hauteur initiale du réservoir. Selon I'étude numée de Mohapatra & al 1999, sous les effets
de I'écoulement 2D (la répartition de la pressioesnhpas hydrostatique dans ce cas), la
profondeur du fluide a 'emplacement du barragdteigne véritablement la valeur de Ritter
que lorsque le temps physique est supérieure & $eftemps caracteristique .

La solution prédit donc (), comme dans la soluiiwertielle de Ritter, I'existence d’'une
onde négative (d’abscisse(t’)) qui se propage de I'endroit du barrage vers l'amaa

section du barrage est toujours critique : la prdéur du fluide est constante pour une valeur
de ¢ donnée h, augmente aveg). La vitesse de I'onde négative et la vitesse rdutf

(d’abscissex; (t')) sont constantes, mais sous les effets des cotatsaglongationnelles leurs

valeurs sont inférieures a celles de Ritter. Laitsmh prédit également I'existence d’'une
position critique (d’abscisse(t" ))de telle sorte que la profondeur du fluide vazidre

x (t") et X (t") comme suit :

f—: = Zﬁ{ar co{\/:J ~ar cos(\/a)} —p+2/1-¢ [15]

et entrex (t" )et X, (t') la profondeur du fluide est constante €@ =1 @ avec A =1),
avec dans cecas:

Ho_fimg i f{arco{\/%}—arcos(\/@)}f‘d%—40+2J1—¢? [16]

et

———+%J—<p [17]
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Fig. 1 Ecoulement avec talus frontal, la forme du profil d’écoulement
at =0"(A=1); ¢ =0 solution de Ritter (1892)
De ¢ =0 a ¢ =1 on passe alors d'un probleme de rupture de barbagn connu en

hydraulique (solution de Ritter) a un probléme dpture des talus verticaux bien connu en
meécanique des sols : le fluide coule en formanttalas aval et ne s’écoule que si la
profondeur initiale du fluide dépasse une valennté (H >)l(s ol(p g)). La valeur deA

(ou @) qui définit la profondeur du fluide a I'abscisse front d’'onde est a priori inconnue.

Néanmoins, elle peut étre calculée sur des basm$ives a la statigue des talus verticaux.
Dans le reste de I'analyse, nous supposons d'urigpa ¢ << 1pour pouvoir négliger dans
I'écoulement les effets des contraintes élongagties, d’autre parOd << Jpour pouvoir
négliger le terme plastique devant le terme visgupu interviennent dans I'équation ( 11 ).

2.2.2 Ecoulement du front inerfiel et visqueux

Cette premiére solution n’est vraie qu'& 0* (%), i.e immédiatement aprés la rupture de
barrage. Elle peut étre cependant tres utile leriadésolution numérique afin de surmonter
la discontinuité brutale de la profondeur du flulé=0". Aux temps relativement grands,
I'écoulement devient plutdét proche au schéma préppar Witham (1955). Puisque la
solution inertielle prévoit des profondeurs du diliquasi constantes au voisinage du front
d’onde, le frottement pariétal doit étre tres intpnt dans cette région (équation ( 11 )), voir
dominant devant les autres termes résistantssulteé dans un premier temps, que la solution
inertielle reste valable loin du front d’onde «@gisupérieure». Mais dans la «région
frontale» I'écoulement peut étre purement visquesr ces bases, nous avons établi des

LI bien cependant de signaler que ceci est dapgraximation de I'eau peu profonde qui devrait §tste
apres que le front d’onde a parcouru une certastartte. En effet, on a déja signalé plus haut\oleapatra &
al 1999 ont démontré par la résolution numérique kgurépartition de la pression n’est pas hydrmgtat
immédiatement apres la rupture, et que sous cets éff vitesse du front d’onde est d’environ 35%nsale la
valeur de Ritter. En outre, d’aprés les résultaggeamentaux de Dressler, la profondeur du fluideddroit du

barrage n'atteigne la valeur de Rittgraprés un certain temps, approximativement égalTa. Résultat assez

proche de la valeur obtenue numeriqguement par Maihag al 1999 8 T, ). Dans toute notre étude, nous avons
fait abstraction de ces effets.



solutions donnant le profil de la surface libresaique la loi d’évolution du front d’onde
(Annexe B). Cette phase d’écoulement est désigmaée«@coulement du front inertiel et
visqueux». La vitesse d’onde négative reste tosjégale a la valeur de Rittex (t') = -t"),
tandis que I'évolution du front d'onde peut étreal@ée a partir de la relation approchée
suivante :

1.0 T T T T T T T T T T

08 — —

0.6 —

04 — —

02 — —
+
0.0 | | | | . | . | . [y

-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X*/t*

Fig. 2 : Prédiction théorique du profil de la surface libre dans
l’écoulement du front inertiel et visqueux ; ¢ =0 ;7=0"10"10°10%10"1

X; 2+3m o (2+3m 2m
—= 2— m Z—2+3m + m Z—2+3m 18
" (2+4mj)(1( ) (2+5mj)(2( ) [18]
avec .
2+3m) (m+1)(Bm+1)2"™ |2+m 0.977
m) = ; m=——_— 19
() [ 1+m j{ (4+7m)m (M) m>%+ [19]
et:

2m-1

_PAHY"WgH) ™
k

1
r=Q+m"" —|t ; R 20
( ) [R@ j & [20]
Le profil de la surface libre entng (t')/t" et x; (t')/t" est représenté sur la figure 2. On peut

voir les deux zones distinctes de I'écoulementélion supérieure et la région frontale). On
peut également constater que I'étendue de la régomnale (visqueuse) augmente avec le
temps, par conséquent I'étendue de la région syrérdiminue.

2.2.3 Ecoulement du front visqueux

Cette derniére constatation permet de supposetistéece d'un temps au-dela
(r>r1,(m)), la région supérieure (inertielle) disparait ‘écdulement devient entierement

visqueux. Cela revient tout simplement a dire gee Vitesses d'écoulement deviennent
faibles (de I'ordre deR€} /gH ) pour que la pente de la surface libre soit eetmmt
compensée par le frottement pariétRle( << ). @n obtient ainsi le modeéle visqueux qui est



le modeéle exact dans le cas d’'un fluide en loi disgance et qui peut étre aussi valable avec
un fluide viscoplastique st <<1 et lorsque le temps est restreint a la phaseaiant I'arrét

total de I'écoulement. En variables physiques, ¢elébe visqueux s’écrit comme suit :

oh 1 "ol of x|\
kel AP M 2 Ty a || =0 [21]
o4 m+2| 2kl m+1 ox ox

D’autre part, par intégration selon x de I'équatis conservation de la masse ( 10 ), on
obtient la relation a vérifier impérativement :

Xf

[hox=LH [22 ]

L est la longueur finie du réservoir
Les conditions initiales sont représentées paati'dét canal & =0 . Nous sommes intéressé
ici au cas d'un écoulement sur fond aval sec efluide initialement en repos dans le
réservoir. La profondeur du fluide avant la ruptsiexprime donc (figure ) :

h(x,t=0)=H si -L<x<0 et h(x,t=0 =0 ailleurs [ 23]
Suivant les conditions aux bords, on peut évoqeex aituations d’écoulement : écoulement
de la zone frontale visqueuse et I'étalement dotfuisqueux. Chaque de ces deux situations
est valable dans une gamme adéquate de variatitantps.

 Ecoulement de la zone frontale visqueuse :

Dans cette situation d’écoulement, on suppose rfo@m’ailleurs dans les solutions
présentées précédemment) que seulement une partiduide située en aval participe
véritablement a I'écoulement. L'autre partie, sétlegd amont peut étre considérée en repos a
la profondeur initiale H. Les conditions aux bop#sivent donc se mettre comme suit :

h(x=x,(t),t) =0 et h(x - —oo,t) =H [ 24 ]
La longueur finie du réservoir L ne devrait paseiménir puisque seulement une partie du
fluide est supposée en écoulement. Compte tentvoddrd de grandeur de la vitesse, on
propose dans ce cas d'utiliser les variables adsinanelles suivantes (désignées par le signe

-._):
) AL ) R 2m+))" 1 |H
(h,x,t)—[H,H,THj ou T, (m+2)( o j R\ g [25]

Qui permettent aussi de simplifier considérablenfétiture de I'équation du mouvement (
21). On donne apres le sens physique du tempstéastiqueT,, .

En exprimant que la profondeur du fluide évoluecaune seule longueur de référence qui est
I'abscisse du front d’onde, on obtient (voir ann€x&) des solution affines de la forme :

ﬁ(z,r):xl[r;: X ] 26 ]

X ()
avec

- =~ ~ _\L - 1 0.944
X.(t)=c, (m)ft -¢Jm1 et cc(M=—+——+
() =& m(f -g) M= St 054
La fonction X, (77 ) qui donne le profil de I'écoulement, est calcul@meériquement (figure 3).

Comme dans la solution inertielle de Ritter la prafeur du fluide est constante a I'endroit du

barrage (indépendante du temps), mais sa valeylesgrande que la valeur de Ritter (54%

[27]
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plus grande pour un modeéle Newtonien). Il est égate impossible dans ce cas de définir
une véritable onde négative. On est amené plutigfi@ir une position arriere (d’abscisse
X,(t)) telle que la profondeur du fluide correspondageale a099H . Numériquement, on

trouve :
1
- - ~  _\m+ - 2 3.135m+1.492
X, = —cb(m)(t —q) avec c,(m)= §+ o [ 28]
! I ! I ! I !

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

ool L v 11
45 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 10
Fig. 3: Forme du profil d’écoulement en fonction de l'indice de
Rheéofluidification, modéle en loi de puissance), premier régime visqueux
m=2 m=8 m =00
La constante d'intégratio;, est nulle si nous faisons abstraction de I'histdirertielle de
I'écoulement. Elle peut étre cependant évaluée ssurant la continuité de, (t) avec

I'écoulement qui préceéde cette situation, i.e émmeant du front inertiel et visqueux
(€ DRe,™).

On peut maintenant donner un sens physique au teangstéristiquedl,, . D’apres I'équation
( 28 ), en faisant abstraction de [Ihistoire irellti de I'écoulement,(d/C,(m))™" T,

représente tout simplement le temps nécessair@@slon arriere pour parcourir une fois la
hauteur initiale de I'écoulement.

 Etalement du front visqueux

La solution présentée plus haut n'est valable g que la position arriere n’atteigne
I'extrémité amont du réservoir, soX, < L/H . Ultérieurement, les conditions aux bords ne

seront pas valables. Les conditions a vérifier dansas s’expriment par un débit nul au bord
amont du réservoir et une profondeur nulle a I'edsscdu front, soit respectivement :

oh

— =0 et h(x=x(t),t)=0 [ 29 ]

x| __,
Dans ce cas la profondeur du fluide varie remarigmaént a I'extrémité amont du réservoir
et on fait donc apparaitre 'influence de la longuénie du réservoir L. Il s’agit 1a d’'un

probleme analogue a l'étalement d’'une goutte sudfeec sans effets capillaires. Les
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variables adimensionnelles les plus convenables pette situation d’écoulement sont
(désignées par le signe ) :

(ﬁ, X, f)=(£% Tij avec T, =(m+ 2)[2(mm+1)jm Réf‘(l1-| /L)\/% [ 30 ]

Re =(H/L)Re, [31]
En faisant abstraction de I'histoire inertielle &coulement, (1/S,(m))™* T, représente le
temps nécessaire a la position arriere pour pardowte la longueur initiale du réservoir.
En exprimant que la profondeur du fluide rappodéa profondeur du fluide a I'extrémité

amont du réservoir évolue avec une seule longueuéfgrence qui est la longueur totale de
I’écoulement, on obtient des solution affines dotane (annexe C-2) :

ou :

mxﬂzﬁ&:—lox{qzii51J [32]
avec
AN A . . 1 1 \zmed
X (t) =G (m)[t +Cz]3m+2 -1 hGx=-1h = a(m) (% (f) +1) - Xeln)= (1_,7 ’ J
[33]
et
L ) 3m+2)( 2(m+1)2 )" "
am) = [X,(Ndn ;& (m)= [ i(ﬂ;m)l[m(gr:l)] ] 34]

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

s | s n
0.0 0.3 0.5 08 1.0
Fig. 4: Forme du profil d’écoulement en fonction de l'indice de
Rheéofluidification, modéle en loi de puissance), deuxiéme régime visqueux

00 . | . |

m=2 m=3 m=8 m = 00
Il claire que cette solution ne peut étre vraie sjug, (f) >> (L—a(m))/a(m) sinon on obtient

a I'amont du réservoir des profondeurs supériearda valeur physique H. La constante
d'intégration €, peut étre évaluée en assurant la continuité aet &)
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X, (f) = L-a(m))/a(m) avec I'écoulement qui précéde cette situationéceulement de la
zone frontale visqueuse. La fonctioX,(r7) qui donne le profil de I'écoulement est
représentée sur la figure 4.

2.2.4 Etat d'équilibre

En négligeant les effets capillaires qui peuv@masaitre aux temps relativement grands
ou les profondeurs du fluide et les vitesses d’'Ernant deviennent trés faibles, I'écoulement
des fluides visqueux est toujours retardé maieiktarréte jamais. Mais avec des fluides a
seuil de contrainte, I'écoulement devrait s’arrétesque le terme plastique intervenant dans
I'équation ( 11 ) domine le terme visqueux.

Pour caractériser cet état final, on suppose gesindans ce cas lorsque les contraintes
pariétales se réduisent au seuil d’écoulement kawrdeuil d’équilibre statique». En absence

du glissement, le profil de la surface libre loes lcarrét h,,, devrait obéir aux relations
suivantes (annexe D) :

R ifstori
Ny = @+ (A =10+ 20d(R,,,, =R et [ hy, %=1 [35]
-1
oU X, est I'abscisse du front d’onde lors de I'arréOet étant le nombre d’Oldroyd définit
comme suit :
s (L
Ood=— — [ 36 ]
PgH\ H

Suivant les conditions du probleme, on peut évoglerx situations : blocage du fluide
amont et l'arrét. Chaque de ces deux situationsvalstble suivant la valeur du nombre
d’Oldroyd. Si Od >0Od_, on est dans la premiére situation, sinon on assda situation

d'arrét, avec :

1 3-24
Od, :g(l—/lqo){l—qu(/lng)} [37]

* Blocage du fluide amont

On suppose ici que I'état d’équilibre est att@wnec une partie du fluide, située en amont,
qui reste en repos a la profondeur initiale H. dsgible alors de définir dans ce cas une

position arrierex = Xosop telle que pourx < Koo hyop(X) =1 et entrex = Xosop et Xx= Xietop
la profondeur du fluide varie comme I'équation ()35

e Arrét

On considere qu’on est dans ce cas lorsque taujeadntité initiale du fluide est bougée
par I'’écoulement qui précéde I'arrét. Dans ce eagrbfondeur du fluide lors de l'arrét varie
dans tout le domaine du fluide entke= -1 et X = Rfstop comme |'équation ( 35).

Le profil de la surface libre lors de I'arrét emébion de Od est représenté sur la figure 5 et
les expressions déosmp et >‘<fsmp sont en annexe D (annexe D-1 pour la situatiobldoage

du fluide amont et I'annexe D-2 pour l'arrét).
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0.0 1 I 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Fig. SProfil de la surface libre lors de 'arrét en fonction du nombre
d’Oldroyd Od = 005...05 ; ¢=01; A=1

2.3Domaines d’application

Nous avons choisi de présenter les différentgseétde rupture de barrage en variables
adimensionnelles désignées par le signe ~. Laisalgiobale du probléeme ne peut étre que
de la forme suivante :

h=h(%f,moOd,Re) et % =X, (f,m0Od,Re) [38]

Dans tous les cas la solutiort & 0" est celle de I'écoulement avec talus frontal étiak
final de I'écoulement est atteint lorsque les caintes pariétales se réduisent au seull
d’écoulement «arrét au seuil d’équilibre statiquees autres solutions sont valables sous
conditions et dans une gamme adéquate de varidtiolemps. Le Tableau 1 récapitule le
domaine de validité de chaque solution.

Notons enfin que ces relations analytiques ne galatbles que dans I'hypothése d’eau peu
profonde, qui devrait étre juste aprés que le fddmmde a parcouru une certaine distance pour
que le rapport de la profondeur et la longueur’@eollement soit assez faible,(>> H ).

Nous avons également supposé dans ce travail qulss$ement a la paroi est nul et que les
effets capillaires sont négligeables.
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Tableau 1 :Domaines d’application des approches analytiques

()L, :ﬂ(p%H—wj{l—s_z’] $s (M’S +1ﬂ

3 2 mH\ pgH
Situation Effets Plasticité Temps oux; L
élongationnels
(¢) (Od)
Ecoulement avec / / t=0" /
talus frontal
Ritter / t=0" /
Ecoulement de la m-1
zone frontale t <= ,oHl’m(\/g_HF
inertielle et K /
visqueuse et
(négligeable) t<L/,gH
Ecoulement de la| (N€dligeable) L m-1
zone frontale | 1y s 25 | 5<% k[\/%J £ e PHl/m(\/g_H)? 1/m( 2m-1
visqueuse oo Kk L > oH \/g_H)T
1-a(m) k
X; < L
a(m)
et
Xf << sttop
Etalement du front 1-a(m) /
. L <X; << X
visqueux a(m) stop
Blocage du fluide / / Xi = Xigop L>L. (%
amont
Arrét / / Xi = Xigop L<L, (¥

2.42.5 Application aux consistomeétres.

Compte tenu de nos relations théoriques, il essipte de déduire quelques formules
simples qui permettent d’évaluer la consistancefldédes visqueux ou viscoplastiques dans
un canal rectiligne.

» Si le seuil de contrainte est nul, on caractéaseonsistance du fluide a partir de l'indice
de rhéofluidification n et de la consistance k, peiivent étre évaluées expérimentalement en
mesurant aux temps grands I'évolution du front d®ren fonction du temps. En effet,
compte tenu des relations ( 33 ) on doit avoir daneas :

X, (t)+L=qt" [39]
Les mesures dans le canal donnent les valeurs iexgéales dex, (t) qui peuvent étre

ajustées avec la loi (39 ). On en déduit les valdeqg et p. On calcul ensuite les valeurs de
m et k a partir des relations suivantes :

3m+2
m= 1-2p

Vmra m o 2m#l
et k=[ m j( 1 j LUV [40 ]
3p 2m+2 ) \m+2 q
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V, est le volume initiale du fluide par unité de lugdu canal

Cependant ces relations ne sont exactes que pofluiges en loi de puissance. Si le fluide
obéit a une loi différente, mais de propriétésnmerelles, il est souvent possible de définir
dans une plage adéquate de variation de t, undragiparent, et une consistance apparentes

k.. Ces parametres peuvent étre ensuite utilisés poeirmeilleure comparaison entre les

matériaux tres visqueux.
* Pour un fluide a seuil de contrainte, on caraaéasconsistance a partir de la valeur du
seuil, qui peut étre mesurée dans le canal corami#ss valeurs expérimentales kg, et

Xiop (12 profondeur du fluide au bord amont du candlatscisse du front lors de I'arrét,
respectivement). On en déduit compte tenu de Ioua( 35 ) (valable lorsqué < L, et
A =1) la valeur de s, soit :

. (¢rbstop+xfzwp+ L) g 1_\/1_( Phsiop ] [41]
¢ ¢h)stop + XfSlOP +L

Si on obtient un grand allongement du fluide awosepn peut encore simplifier la relation (
41) par la formule approchée suivante :

S= mh)stop hOstop [ 42 ]
2 ¢hOstop + sttop + L
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Annexe A : Ecoulement avec talus frontal

Reprenons pour cela les variables adimensionnetbeésenables avec cette situation
d’écoulement (équation ( 14)) :

(C*,U*,x*,t*)=( c U x_ ¢t j avec C=,/gh (A- 1)

JoH "JoH "H " JH g
La variable 'C' représente physiquement la vitegspropagation d'une onde de surface dans
une eau calme de hauteur h.
En négligeant le frottement pariétal, I'équation ()7devient en fonction du couple

(C=4/ghU):

2 0 (A-2)

ot 0X C
Le coefficient S est pris par simplification égal a 1.
D’autre part, I'équation de continuité ( 10 ) peeiréécrire comme suit :

ou” L, ou’ ( ¢zjac*
—+U —+2C|1-5 | —==
0X

26(:* +2U*6C*+C*6U* ~o (A- 3)
ot 0x ox
On introduit la variable7 = X /t, et on suppose qu'il existe une solution de lanfor
C =C(n) et U =U(n) (A- 4)

et une onde négative d’abscisse= X'v (U 7 =77's) qui se propage dans le réservoir vers
I'amont. A cette abscisse la profondeur du fluigalé a la profondeur initiale, et la vitesse est
nulle, soit :

C'(7=nm,)=1 et U'(7=1,)=0 (A- 5)
En remplacant 'hypothése (A- 1) dans les équatthnsnouvement (A- 2 et A- 3), on obtient
le systéme suivant :

cwr-o-vm-n] =0 @
* * 7 (a- 6)
du’ () _ _z{u ) —nj dC’ (1) )
dry C ) dry
Supposons maintenant qd€ /dn # e@queU’ () = 17, il vient d’aprés I'équation (A- 6a):
U'(n)=n+yCn° -9 (A-7)

qui montre qu’on doit avoifln C () = \/q_o En remplaganty =75, dans I'’équation (A- 7)
et compte tenu des conditions (A- 5), il vient :

»
n, = d—? =—yl-¢ (A- 8)

Cette expression représente la vitesse de I'ondativé qui reste comme dans la solution de
Ritter constante, mais dans ce cas les contragitegyationnelles (représentées a travers le
nombre adimensionne& ) diminuent la valeur de la vitesse de I'onde.

En remplacant 'équation (A- 7) dans I'équation @%), on obtient une équation différentielle
de premier ordre qui a une solution implicite, soit
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n= 2\/Z{ar CO{C*Lgy)J —ar cos(ﬁ)} - 3’/C*2(/7) -p+2 1- 7 (A-9)

D’autre part, puisquély C () = \/& la condition en aval exprimant que la profondeéur
fluide est nulle a I'abscisse du front d'onde, infes vérifiable dans le cas des fluides a seuil
de contrainte. On est amené alors a définir unéebawritiqueh” = ¢ d’abscissex = x,

(7 =n,) au-dessous de laquelle les équations (A- 7) eOj/ne sont pas valables. Compte
tenu du systéme (A- 6), il convient de prendredaes; >7,, dC' /dn =0 et dU" /dn = 0.
Cela signifie que la profondeur du fluide et laegge sont constantes dans cette région.
L’'expression derj, peut étre déduite a partir de I'équation (A- 9)remplacanty =7, et

Cc )= \/% soit :
Ny = Zﬁ{arco{\/%]—ar cos(\/g_o)} —3\/% —(p+2\/1—(p (A- 10)

Cette solution prédit donc un profil d’écoulement garie entre =7, et n=r, comme
I'equation (A- 9) se raccordant a un profil horitalidimité a I'aval (as7 = 7,) par une onde de
choc (voir la figure 10).

' ' ¢o
v \' >
%, X X;
Fig. 6 Schéma proposé pour I’étude de I’écoulement avec talus
frontal

Qualitativement, cette solution ressemble a cadle&stbcker (1957) lorsque le fluide est sans
seuil de contrainte et le fond aval est mouilléisvtae qu’on obtient ici permet de retrouver la
propriété des fluides plastique (comme le cas d&g de couler en formant un talus amont.
La conservation de la masse exprime que :

)
[hox + @0 - %) =%,
Xb
Cette expression permet de calculer la positiofraht d'ondex = x; (17 =7, ), on obtient :
N = *@\@% — @ (A- 11)
Une expression qui représente la position du fitende (X = X; ) en variabler.

On vérifie que le probleme est ainsi défini. Orraete bien la solution de Ritter lorsque
¢=0.
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Annexe B : Ecoulement du front inertiel et visqueux

En gardant la méme normalisation que l'analysedaténte (équation A- 1 ) et en
négligeant les effets plastiques, les équationmoluvement se réécrivent comme suit :

zac* +2u*aC* +C’ aU* =0 (B-1)
ot 0x 0X
U jrOU ,,0C 1 (1+2nj u2 _ (B-2)
ot X 0X Re,\ n ) ™

ou le parametre de form@ est pris, par simplification, égal a 1.

Pour la résolution, on suppose que le réservbingsiment long. On définit deux points
particuliers x ={(t) et x=9J(t) (figure 11). En aval def(t ,)«région supérieure», on

suppose que les effets du frottement visqueux meamtnes, mais non négligeables. En amont
de J(t) «région frontale», on considére que les effetsedie sont négligeables.

Région supérieure

région frontale

Transition
- Ys Hs

¢ 3 xi(t)
Fig. 7: Schéma adopté pour l'étude de I’écoulement du front inertiel
et visqueux

B-1 Région supérieure

Reprenons la variable définit précédemment (équation ( 20)) :
2m-1

r=(2+ m)“m(éj t* avec Re = mllm(\l/(g_H) . (B- 3)

En supposant que est un petit paramétre et qu'on peut faire unldgpement d&J” et C’
en puissance de ce petit parameétre, i.e :
U (X ,1) =U (X /1) +U, (X )T +U, (X )% +... (B- 4)

et

C (X, 1) =Cy(X It)+C (X /)T +C,(X It)T* +... (B- 5)
En substituant dans les équations (B- 1) et (B€REn identifiant ensuite terme a terme, il
résulte a lI'ordre O :

uo(n):co—gn; c,() =%/7 (B- 6)

ou la variabler = ¢, - X/t a été introduiteg, est une constante d'intégration.
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Apres calcul, on aboutit & I'ordre 1 aux expressguivantes :

2(n+l) o N o )
U,(7) = BTCO/TZ(”“){A(n) + Z B (n)n'} +c,(nn*'? (B- 7)
2(n+1) A N -
— Co  —a(n+y) Z Z [ 1 3/2 _
) 10 n {4 A(n) +3+ ;(4 B (n) +3D, (n)jﬂ } + 1001(n)/7 (B- 8)

avec

In+7 2i

Si la vitesse d'onde négative égale a la valewRitter, i. e =,/gH (/7 =3), il vient ¢, = 2
et:

A(n) = 1240, DAn)z(%M[j(n-Jﬂ)J%; B =222 "Tp (1) B- 9)

Zn_;*/é [A(n) + i B (n)3‘} (B- 10)

La variables; est définie dans ce cas dans l'interviig|

() = -

B-2 Région frontale

L’approximation de la région supérieure n’est ddague loin du front d’'onde. Dans la
région frontale, le frottement visqueux domine tisnes inertiels. On suppose alors dans la
région frontale que les grands termes

o 1 (1+ 2nj U2<n+1> (B- 11)
ox Re, \ n c
intervenant dans I'équation (B- 2) sont égaux.dkdre OU™ (X ,t') =U (t"), et
1
n 2n+4
C'(X,t) {M(“ 2”] U ()" (X —x*)} (B- 12)
Re, n

. , * *2n+4 A . , .
L'idée est de supposer alors que et C peuvent étre exprimés en puissance de
(x; —-X) ou le mieux, si on veut garder la méme normabsatjue I'analyse précédente, en

série de(7—n,) ou 7, représente l'abscisse du front d'onde en varighl®©n obtient a

l'ordre 1 :
n 1 du()

U, t)=Uu@n=U (r)+ _ r(n-n)+.. B- 13
(x,t) (n,0)=U (1) 43U () ar (n-n,) ( )
1
1 2 * +
o o % N n . ~ adu (T) 2n+4
C(X,t)=(n+2)24U. (1) -n)+—U (D" —Lr (n-n)+..
(x,t)=(n+2) (D) T (n-n,) 2n+3) (1) ar r(n-n,)
(B- 14)

avecU f*(r) = dx*f /dt . Il reste & évalue f*(r i. € la vitesse du front d'onde.

B-3 Evaluation de la vitesse du front

Pour cela, on néglige la transition entre la négiapérieure et la région frontale, i. e on
suppose qued(t) = (t .)Ainsi, la vitesse du front d'onde peut étre obtera partir de
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I'équation différentielle suivante :
C;(2n+4) dU; _(n+3(n+2) U
dr 2n
ou HZ* et UZ* sont, en variables réduites, la profondeur etittsse moyenne & = {(t).

?n(UE—Ui)((Z—n)U? +nU}) (B- 15)

Pour évaluer ces paramétres, on considére qu'odagst ce cas lorsquaU /07 =0, qui

semble correspondre a l'abscisse a partir de lagleghproximation de la région supérieure
devient inexacte, il résulte :

- 2" 2 1 (B- 16)
32n+3 4 ) . 3
[— 2(n+AMN) + > B ()i - 2(n+ 1))/7('} + Eclq;’ 2

i=1
Pour chaque valeur dg, (comprise entre 0 et 3), on peut calcufeen utilisant la relation
ci-dessus. On en déduit ensuite, en remplacant @snformules de la région supérieure
(équations B- 4 et B- 5), les valeursldg* et H(* correspondantes.

* Pourr petit (C'; - 0), I'équation (B- 15) donne approximativemedi =U; . Si de
plus, on se limite & - 0, il vient :

1
L 1
] 2n+3\ (n+)(3+n)2" |23
U.r)=2-x(n)r>** avec n) = B- 17
(1)=2- 0 xoy = 23| e - 17)
Le premier terme représente la solution inertielde Ritter, et le second terme représente
I'influence de petites perturbations visqueusesdanécoulement principalement inertiel. Ce
deuxiéme terme varie commt&®*? | résultat identique & celui obtenu par Piau (cfadi
1996) en utilisant une analyse différente.
e Pour 7 plus grand (i.e lorsque J (t) - - )1 C*(x* =9 (t), r) -1 et
U*(x* =0 (t), r) ~. 0. Ainsi, I'’équation (B- 15) se simplifie comme suit

dU: _ _(n+3)(4—n2) U*n+2

dr 2n f

(B- 18)

dont la solution est :

(””)(””)(4_”2)} " rog (B- 19)
2n

U (1) = {
ou ¢ est une constante d'intégration.
Dans le cas général, I'équation (B- 15) a été wesahumériquement et les données
numérigues ont été calées, par la méthode des resindrrées, avec la loi suivante :

1 2
U (r)=2- x,(n)t23 + x,(n) ™3 avec x,(n)=0.977n* (B- 20)
En intégrant, on obtient I'abscisse du front d'onde
X; 2n+3 . (2n+3 2
L =2- n)r23 + n)r2n+3 B- 21
t [zm 4}(1() (stsz() (B- 21)

Ainsi, le probléeme est totalement défini. Il estspible donc de tracer séparément la
région frontale et la région supérieure, et raceptdut simplement les deux a partir de leur
point d'intersection.
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Annexe C :Ecoulement du front visqueux

Rappelons qu’on est dans ce cas lorsque le teisgaeux domine tous les autres termes
résistants. Le modele d’écoulement qui s’applique cas considéré est représenté par
I'équation ( 21 ) et suivant la valeur du temps penit prévoir deux situations d’écoulement :
I’écoulement de la zone frontale visqueuse etlBgt@nt du front visqueux.

C-1 Ecoulement de la zone frontale visqueuse

Reprenons d'abord les variables adimensionneltas/enables pour cette situation
d’écoulement (équation ( 25)) :

(. %, F)—(& = TLJ ou T, =(m+2) 2(mm+1)j’“ quj\/% (C- 1)

L’équation ( 21 ), se réécrit :
J (=m2\\"
-—|h " =0 C-2
-5 7)) 2

On suppose qu’il existe des solutions affines derae suivante :

h(x,T) = X [/7— ~] (C- 3)

X (t)
Les fonctionsX; (t) et X,(77) peuvent étre obtenues par substitution directs daquation
du mouvement (C- 2), il résulte :
1
X, ([) =& (m)(f -§ )= (C- 4)
ou C, et ¢ (m) sont des constantes. La premiére est nulle si faigens abstraction de

I'histoire inertielle de I'écoulemenRé§; petit), mais en tenant compte de I'écoulement qui
précede cette situation «écoulement du front ieleei visqueux»,C, devrait varier comme

Re,
suivante

m+1

. L’expression dec, (m) peut étre déterminée a partir de I'équation difiéelle

A e ) s )9 _
d/][( d/](x1 jj} (m+1f() j dn 0 (C-9)

Si on fixe €, =1, on devrait remplacex, (t ,)ntervenant dans la définition de la variahle

par une fonctionX (f) quelconque mais qui varie comme (t , Soit par simplification

x(t)—( cl)“(mﬂ). Il possible dans ce cas de résoudre I'équation FCavec pour
conditions aux limites

X - »)=0; X (7 - —) =1 (C-6)
On déduit ensuite, (m Yui correspond &, (C, (m)) = 0Cependant, la solution exacte n’est

pas évidente. Néanmoins, on peut trouver une solatpprochée a l'aide de développements
en série autour de =1. Pour cela, il est avantageux d’exprimer I'équa(iG- 5) comme suit

m-1 2
(ﬂj (2m d°f (dfj + pﬂ-ﬂw (C-7)
dp dp’ \dp dp dp

ou
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2m+2 A m+1

avec f (0) =0. En utilisant le développement de Taylor au vaigende p=0 en commencant
par un terme proportionnel @, et apres substitution et identification termeeémie les
puissances de p, on obtient :

, 1| 5m+3-5m° 3, 1 109m® + 45m? - 70m* - 48m-18 ot +
(Gm+ 2)(3m + 1) 24 (3m+1)°3@Em+2)(7Tm+3)

xlm){[zmﬂj( 1] 6f<m)mf<p)r+ . p=1-p  (C-8)

f(p=p-——

(P)=p 2(Bm+1) P "%
(C-9)

Le premier terme de cette série montre qu'au vagsirdu front, i. &x - X, , la hauteur varie

comme(x, —x)™*™Y

L’équation (C- 9) est une approximation raisonnahleprofil de la surface libre, mais elle
nécessite de connaitre la valeur dgm). Pour cela, nous avons résolu numériquement

I'équation différentielle (C- 5). Contrairementaadolution inertielle de Ritter (1892), il est
formellement impossible dans ce cas de définir vérgtable onde négative, on est amené
plutét a définir (comme dans le probleme de couldinéie) une position arriere critique
X =X (t) telle que h soit égal & 0.99H, soit :
)mil

%, =-&,(m)(f-5m)™ pour h=9%% (C- 10)
Les fonctionsh,(m), & (m) et & (m) sont calculées numériquement. Les données ont été

calées par la méthode des moindres carrées suoitesuivantes (valables en particulier
lorsquem=1:

ﬁd (m) = ﬁ + _ 0135 erreur< 002% (C-11)
3 0.26t+m
& (m)= g 4 3A3IMHLA92 - o ore 11% (C- 12)
m
c,(m)= 1, 0.944 erreur< 04% (C- 13)

3 (m+0548°%
ou ﬁd(m) =h,/H = X,(0) estla profondeur de I'écoulemenk& . O

Notons que l'approximation du profil de la surfdidee représentée par I'équation (C- 9)
donne des résultats meilleurs que 4%, cela dardoieaine [Ybi J ailleurs X <X,) il

convient de considérer que, (7) =1.

Enfin, il simple de montrer l'intérét de tenir cotapde I'écoulement du front inertiel et
visqueux qui précede cette phase de I'’écoulementeftets lorsqu’on calcul le nhombre de
Froude a I'endroit du barrageFf(x =0,t) =U(x =0,t)/,/gh(x=0)), on trouve que ce

-1

m+

nombre varie commé ™, soit Fr(x=0t - 0) - o. Le nombre de Froude prend donc des
valeurs indéfinies immédiatement apres la ruptwédarrage. Ce qui est n'est pas physique
dans ce probléeme d'écoulement a surface libreoikcidoit avoir des valeurs finies, de plus,
dans cet endroit, elles devraient étre infériearéanité compte tenu de la solution inertielle
de Ritter. Dés lors, quelle que soit la viscositéfldide, la solution visqueuse ne peut jamais
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étre la solution globale du probléme. Il faut nali@ment considérer l'inertie dans les petits
instants apres la rupture de barrage.

C-2 Etalement du front visqueux

Cette situation d’écoulement est donc valable sagpge la position arriere atteigne
I'extrémité amont du réservoir. Dans ce cas laatem de la profondeur du fluide au bords
amont devient notable et on fait apparaitre l'iefluae de la longueur finie du réservoir. Les
variables adimensionnelles les plus convenables pette situation d’écoulement sont
désignées par le signe * (équation ( 30 ), soit :

(ﬁ, X, f)z[gf%j avec T, = (m+ 2)(2(mm+1)jm Rq{“(ll-| /L)\/% et Re =(H/L)Re,

(C- 14)
En fonction de ces variables adimensionnelles Bfign du mouvement ( 21 ) se réécrit :

h | a2\ _
E+5[(—§(h jH_o (C- 15)

Il est indispensable d’associer cette équatione®pfession qui traduit la conservation au
cours du temps de la quantité initiale du fluide 'equation ( 22 ), soit en variable " :

Xt
[h(xfydk=1 (C- 16)
-1
Pour la résolution, nous chercherons des solutffirees de la forme :
A A A - X+1
h(Xt) =h(x=-1t) X =—— C-17
(%.f) = h(x = -1{) [ xf(t)+1J (C- 17)

ol la variable 7 est définie dans ce cas dans lintervditil]. Les fonctions X, (f),

ﬁ(f( =-1{) et X,(#7) sont obtenues par substitution directe dans lag dquations (C- 15)
et (C- 16), il résulte :

?f&)=6AnDE+CJ%%E‘1 (C- 18)
N g=-1% = 1 -
R CAGES )
avec
i o m =| Em2)( 2Amey? YT _
am = [ X, q(m)—{a(m)zmﬂ eme D (C-20)

ou C, est une constante d'intégration, elle est nullenmiis négligeons Ihistoire de
I'écoulement. Les constanteg¢m) et ¢, (m) peuvent étre déterminées a partir de I'équation

différentielle suivante:

_(m@Em+))" d ((_d(, 2\ K, _ )
(2(m+1)2J dn{( anl jj ]”(2”’ om0 2

Compte tenu des conditions aux limiteX,(0) = etldX,/d7 = 0an = 0, on obtient :
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X,(n) = (1_I7ann}2m+1 (C- 22)

Par commodité d'utilisation, nous proposons poucuwar a(m) I'expression approchée

suivante :
a(m)zg+ﬂ erreur <013% si m=1 (C-23)
3 m+0.70t
D’autre part, en cherchant dans quelle conditioddevée deh par rapportt est nulle, on
aboutit aux résultats suivants :

Pour une station située en aval du barrage, lebamaximaleh__ (X) est donnée par :

hmax(x)=(m 1] (Zm 1) ~ () (- 24)
3m+2 3m+2 a(m)
Cette hauteur est atteinte & un teripg%) tel que :
m(3m+2)
~ ~ 1 3m+2) ma 3M+2 A
t\X)= X+1 -C,(m C- 25
l8)= i e | ™ (et e m (c-25)
dont la position du front correspondante est :
i
SN 3m+2 -
X, (t _)+1)= X+1 C- 26
(f(max) ) (zm_'_lj ( ) ( )

Remarquons maintenant que si on faift = 0) =0, on déduit a partir de I'équation (C-
18) la valeur de la constanég = (1/6f (m))3m+2 . A cet instant, la profondeur du fluide au bord
amont du canal peut étre déduite a partir de I'égungC- 19), soitﬁ(f( =-1f) =1/a(m) qui
est supérieure a la valeur admisécondition initiale & veérifier impérativementSi on fait
h(x =-1f=0) =1, alors %, (f =0) = (1-a(m))/a(m). Par conséquent, cette solution est

incapable de vérifier les conditions initiales decdulement. D’ou l'intérét de l'analyse
précédente «écoulement de la zone frontale visgudossqueX, (f) < (1-a(m))/a(m).
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Annexe D : Etat d’équilibre
L'une des propriétés des fluides viscoplastigusderr arrét local et instantané lorsque
les contraintes mises en jeu sont inférieures seur (,/—T, < s dans notre cas o, estle

deuxiéme invariant du tenseur des contraintesy, d@ahs I'hypothese de non-glissement a la
paroi. Dans ce cas, le tenseur des taux de défiormsaD devient nul et le fluide devrait donc
s'arréter. Une simple analyse consiste a supposelagrét se produit lorsque les contraintes
pariétales se réduisent au seuil d’écoulement kaué&euil d’équilibre statique». En tenant
compte des contraintes élongationnelles, cette itond s’exprime sous la forme
mathématique suivante (voir I'équation ( 11 ) ):

ch+ o =S (D- 1)
“ pgh ™ pgh
En introduisant les variables adimensionnelles i\, fait apparaitre linfluence de deux
nombres adimensionnels : le nombre d’Oldroyd ‘Gatjuation ( 36 ), qui traduit I'influence
du seuil de contrainte) et le nombge(équation ( 9 ), qui traduit I'influence des cattes

élongationnelles). En désignahy,,, le profil de I'écoulement a I'équilibre épsmp I'abscisse

du front d'onde lors de l'arrét, il vient en intggrI’équation (D- 1) :
S 2
ohy, —h“% =0d%+C (D- 2)

L’'examen de cette équation montre qu'on devraisdaus les cas avoh,,, = ¢, ce qui

nous amene a définir, comme dans I'’écoulement &alas frontal, une profondeur non nulle
a I'abscisse du front d’'onde, sdit,, (X = X,,,) =% =A@ avecA =1. Avec cette condition

au front I'’équation (D- 2), il résulte :
Moy = 9+ /(A =17+ 20d(%,,,,, = ) (D- 3)

On peut maintenant discuter les deux situationgudlibre : Le blocage du fluide amont et
I'arrét.

D-1 Blocage du fluide amont
On devrait vérifier dans ce cas les deux exprassaivantes :

X fstop
'[hstopdx sztop et hstop(x sztop) =1 (D_ 4)
*bstop
La premiére traduit la conservation du volume. Cantenu de I'équation (D- 3), il résulte :
¢ (Odig) = —— (1-4 )1—3_2’1(/;(/1 +1) (D- 5)
%oaop = #) = T304 ¢ 2 ¢
et
- 1
Ri 0, (00, 9) = ﬁ(l—w)[l—wa +219-3¢)] (D- 6)
Il est claire que cette situation n’est valable québ -1, soit compte tenu de I'’équation
(D-5):

3-24 } D-7)

Od=0d, ou Od, ——1 A {——qo(ﬁ +1)
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D-2 Arrét
Pour Od<0Od_,, on est dans la situation d'arrét. On devrait dasscas veérifier
I'expression suivante :

X fstop

Ihswp Vo = % = (D- 8)

ou V, est le volume initial dans le réservo# HL dans notre cas)

On définit ﬁOstop comme étant la profondeur du fluideé= -1 lors de l'arrét, il résulte
compte tenu des équations (D- 3) et (D- 8) :

P S + L 07 S’ - 0aV, =0 (D-9)
Pour plus de S|mpllf|cat|ons on introduit Ies pagdres suivants :
0=%—% et w:%—z/]%/ﬁ 30{;\/ (D- 10)
En remplacant, I'équation (D- 9) devient :
Hf—%Ho—w:o (D- 11)

On obtient alors une équation implicite de deuxiéardre qui peut étre approchée lorsque
a >>1 (¢ <<1), comme suit :

} 1 1 3 1/3
HO =w® ou hOstop :§¢+|:[Z_§/12 +/1j(0? +30d\70} (D- 12)

D’autre part, I'abscisse du front lors de l'arré&up étre déterminée en remplacant dans
I'équation (D- 3)hy,, = hy,, €t X =—1, soit :

~ 2 2
Xig0p(O0: D) . d[( stop ) -(1-) 40}—1 (D- 13)
Lorsqueg¢ << 1 Rfstop peut étre approchée comme suit :

1/3 2
1 1 3 1
X Z—— X+ +30dV. -— -(A-1D%p-1 D- 14
fstop ZOd [((4 5 J(f j 5 ] ( ) @ ( )

Ainsi, I'état d’équilibre est parfaitement carawté (le blocage du fluide amont ainsi que
I'arrét). Il est possible d’évaluer le temps lors Barrét en supposant qu'il correspond a
l'intersection de la courbe théorique sans le st la droite d'arrétx( (tg,,) = Xop)-



