Mouvement axisymétrique dans I'essai de compression
cisaillante pour un matériau viscoplastique

Résumeé

L'étude réalisée dans ce travail vise a mieux cemgre I'essai de compression cisaillante encore
appelé "squeeze flow" pour un matériau viscoplastidpans cette technique, méme si les essais sont
relativement simples a mettre en ceuvre, le maté@susoumis a une cinématique de déformation
complexe qui est un mélange de cisaillement etodiation. Dans une telle cinématique, le
comportement ne peut étre déduit directement, ut farésupposer une loi de comportement et
l'identifier par méthode inverse. Les derniers h&gs numériques avec ce type de matériau montrent
l'invalidité de l'approximation de lubrificationugsuppose qu'on a affaire a un simple cisaillement
sans aucune contrainte normale, notamment pouir@iédforme de la surface seuil. En effet, d'aprés
cette théorie la surface seuil existe dans tocitdgtillon et que toutes les tranches du matériaées

sur les deux axes de symétrie sont rigides, etabapes derniers résultats numeériques les zoridssig

si finalement elles existent, elles ne peuvenisaliser que dans des régions trés restreintesesitu
dans les coins de I'échantillon. Dans tous leslaagiiestion sur l'existence ou non des zonesesgid
dans le mouvement reste toujours posée qu'il smis e probléme ou dans d'autres problémes
complexes. Les moyens utilisés par les solutiomeénigues pour caractériser les zones rigides sont
dés fois trés approchés pour conclure d'une maniéfi@itive sur la question. Nous avons alors
entrepris cette étude avec des moyens théoriqueschemchant des solutions analytiques
asymptotiques. Nous avons considéré le cas desemmants a trés faibles vitesses ou les contraintes
mises en jeux sont tres proches du plateau plastifin de se mettre dans les conditions les plus
favorables pour mieux se prononcer sur l'existenceon des zones rigides Dans ces conditions deux
solutions analytiques simples ont été obtenuesollation interne et la solution externe. La solutio
interne est supposée valable pres des deux ayssrdrie de I'échantillon et au-dela c'est latsmiu
externe qui est supposée valable. Les deux sofusont cependant trés comparables et indiquent
finalement que les zones présupposeées rigidesldaroins ne sont probablement que des zones a
tres faibles vitesses seulement.

1 Introduction

L'essai de "compression cisaillante” encore appstpieeze flow" a été développé et
utilisé depuis de nombreuses années pour étudieortgortement des matériaux a forte
viscosité tels que I'asphaltes. Cette techniqusegme deux avantages majeurs. D’'une part les
essais sont relativement simples & mettre en cetileematériau peut étre sollicité dans une
gamme de taux de cisaillement trés étendue en winessai. D’autre part cette technique
s'adapte parfaitement a un nombre important de naaté généralement difficiles a les
caractérisés avec les rhéometres du Laboratoirg(iaax fibreux, bétons, argiles, matériaux
possédants une fraction importante de matieredesoli.) et permet une caractérisation de
leur comportement dans des conditions procheslts cke la mise en forme.

Le principe de cet essai est illustré par la figlréJn échantillon du matériau, découpé a la
forme souhaitée, est écrasé entre deux plateauxtémosur une presse de traction

compression. Au cours de I'essai, la presse estégilsoit a force constante F, soit a vitesse
de fermeturev = —dh/ dt constante ou a vitesse de déformatéon—(dh/ dt)/ h constante.



L’enregistrement de la force et de la hauteur Ime¢rensuite d’analyser le comportement du
matériau.
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Fig. 1 : Mouvement du matériau pendant la compoessysteme d’axe
utilisé et condition initiale : (a) compressionaiilnte a volume constant,
(b) compression cisaillante a rayon constant

Les essais peuvent étre réalisés a "volume constigntla” (en supposant que la situation est
isochore) ou a "rayon constant, Fig. 1b". Dangllsx cas, on suppose le plus souvent qu’il y
a un contact collant entre les plateaux de I'éctamt

Le matériau est alors soumis a une cinématiqueéfl@rdation non homogene qui est un
mélange de cisaillement et d’élongation qui dépdada nature du matériau. Dans une telle
cinématique, le comportement ne peut étre dédrectdiment, il faut présupposer une loi de
comportement et l'identifier par méthode inverseett€ identification nécessite soit le
développement de solutions analytiques, soit idatlon d’outils de simulation numérique.

La solution analytique de I'écoulement de la coespion cisaillante a d’abord été
obtenue par Stefan (1874) pour un modele Newtoeiam écoulement a tres faible vitesse
(sans inertie). Dans les travaux de Jackson 1968mi& 1967, Tichy et Winer 1970, Jones et
Wilson 1975 et Hamza et MacDonald 1981, I'inertiété introduite dans le calcul. D’autres
auteurs avaient comme objectif d’examiner l'inflnende la rugosité des parois (Wilcock
1978, Phan-Thien 1982), du glissement (Laun 199@eda présence des particules solides
dans le fluide (Sherwood 2002). La solution de @t€fl874) a été également étendue au cas
d’'un modéle en loi de puissance par Scott (193a&)validité expérimentale des solutions
visqueuses de Stefan (1874) et Scott (1931) a xaiaée sur différents polymeres
possédants le plus souvent des effets élastiqelgent ceux de Leider 1974, Brindley et al
1976, Grimm 1978, Tichy and Winer 1978 et McCleallat Finlayson 1988. D’'une maniere
géneérale, ces études montrent qu’avec une compnelssite, le comportement d’un matériau
viscoélastique est proche de celui du cas correlspuird’'un matériau inélastique. Avec une
compression rapide, la plus part de ces étudesrimgritales indiquent qu'un matériau
viscoélastique est comprimé plus lentement quei cklucas correspondant d’'un matériau
inélastique et que dans des conditions de chaggamportantes quelques matériaux semblent
méme «rebondir» apres le pressage.



De méme d'autres auteurs ont élargi ces solutionsaa d’'un modéle en loi de puissance
avec développement de contraintes normales (Led&ird, 1974) et a différents types de
fluides viscoélastiques (Tanner 1965, Kramer 19Bandley et al 1976, Phan-Thien et
Tanner 1983, Lee et al 1984, Phan-Thien et al 19858¢ approche numérique est proposée
par Phan-Thien et al (1987) permet I'analyse deoldement du modele MPTT (Phan-Thien
et Tanner 1978). Ce modele viscoélastique tréesrgépérmet d’englober la majorité des
approches proposées par les auteurs précédentercanc le modele d’Oldroyd, de
Maxwell... Les approches théoriques utilisées pas @uteurs sont soit basées sur
I'approximation de lubrification qui suppose qu’amaffaire & simple cisaillement du fluide
sans contraintes normales (la contrainte tangémntialie linéairement avec z et le gradient de
pression ne dépend que de la direction r), sdieeant compte de toutes les contraintes et dés
fois méme de l'inertie. Une autre approche a éliéae par McClelland et Finlayson (1983 et
1988) afin d'évaluer la force de pression en paiéc Elle suppose comme dans la théorie de
lubrification que la contrainte tangentielle vdimeairement avec z, mais ici en plus du terme
de cisaillement il apparait dans I'expression déotae des termes dus aux différences des
contraintes normales, I'ensemble est supposé éndi gradient de vitesse a la paroi. Ce
denier est évalué en utilisant I'approximation alerification.

En ce qui concerne les matériaux viscoplastiqteds que les produits agroalimentaires
et cosmétiques, les écumes, les composites, lessgsa les bétons, les mélanges eau-
charbons, le charbon liquide, les boues résidyalessboues de forage, les peintures, les
mélanges eau-argiles, cf. Bird & al 1983, Utract88) les études ont été également menées
depuis longtemps (depuis environ 72 ans), maisujaspgrésent un grand désaccord apparait
dans ces études. Le probleme est que ce type dianaposseéde un double comportement ;
comportement solide lorsque les contraintes misanjeux sont inférieurs a un seuil et un
comportement visqueux au-dela. La premiére diffcukbst de bien représenter le
comportement solide du matériau (rigide, élastigpkastique...). La deuxieme est de
surmonter dans la résolution numérique, analytiggeméme dans I'expérimentation la
discontinuité de la loi de comportement. Enfin pdevoir se prononcer sur I'existence ou non
dans les écoulements complexes des zones soliddssetones en écoulement en méme
temps. Si c’est le cas de découvrir la forme diedatiere, appelé "surface seuil”, qui sépare
ces deux zones.

Le premier schéma de la surface seuil (Fig. 2ejlesné par la théorie de lubrification
sans contraintes normales (Scott 1931). Un an aPeek (1932) critique ce schéma. Selon
l'auteur la tranche complétement rigide sur I'agatal de Oz prédite par cette approche ne
permet pas a I'échantillon de couler. Par la s@itett (1935) modifie sa premiére analyse et
considere au lieu d’'un modele viscoplastique un éledlastique/plastique. Il obtient le
schéma présenté sur la Figure 2c. En 1993, Wilsitiseula théorie de lubrification avec un
modele viscoplastique a double viscosité en tenamtpte des contraintes normales dans le
calcul du deuxieme invariant du tenseur des conterai Il propose le schéma représenté sur la
figure 2b. Ici, les zones hachurées ne représepevraiment des zones rigides, mais des
zones en écoulement avec un modele Newtonien & ¥istosité. Le schéma indiqué sur la
figure 2d a été obtenu par Gartling and Phan-T(i®&84) et O'Donovan and Tanner (1984)
en résolvant numériquement les équations du mouveanec le modele de Bingham a
double viscosité. lls remarquent que les zoneslewi plutbt les zones a faible gradient de
vitesse, si elles existent réellement elles ne @euse localiser que dans les coins de
I’échantillon. Signalons aussi que O’Donovan andriea (1984) ont abouti a la remarque que



le modele a double viscosité n'est pas vraimentvemmable pour étudier les matériaux
viscoplastiques. Tasamopoulos (2000), puis Matsoaka Mitsoulis (2003) aboutissent a la
méme remarque, c'est-a-dire la localisation dasscteéns des zones rigides, en résolvant
numeériguement les équations du mouvement avec tlmae Bingham modifié (modele de
Panastasiou), mais la forme de la surface seuié® ici est différente de celle de Gartling
and Phan-Thien. Notons aussi que d’aprés LipscadrDeen (1984) il est impossible, d’aprés
la cinétiqgue de I'écoulement, de trouver des sedaseuils avec des zones rigides dans des
eécoulements complexes, y'ai compris dans ce prabléans tous les cas les arguments

donnés par les auteurs sont tres convaincants.
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Fig. 2 : Différents schémas de la surface seuil proposés dans la littérature
(a) Scott (1931), Covey et Stanmore (1981)
(b) Wilson (1993)
(c) Peek (1932) et Scott (1935)
(d) Gartling and Phan-Thien (1984) et O’Donovan andngari1984)
(e) Tasamopoulos (2000) et Matsoukas and Mitsouli®3p0
Le désaccord apparait aussi dans I'expressionfdecka D'apres I'analyse de Scott (1931), la
hauteur limite hy qui sépare les deux plaques (hauteur du matédess de l'arrét de

I'écoulement) est donnée dans un essai a forceagba constants par I'expression suivante :



2 TR%s
== 1
=S [1]
Adam et al (1993) modifient ensuite cette express®o rajoutant a la force la quantité

J3sR?. Selon les auteurs la conditign= p,,,, ar = R prise par Scott n'est pas convenable

pour les fluides viscoplastiques. En s'appuyantesirésultats expérimentaux obtenus dans le
domaine plastique, les auteurs proposent de regptatte condition pap = J3s+ Patm &

r = R. Adam et al (1993) ont élargi aussi dans leungati& la solution de Scott au cas ou les
deux plagues auraient une forme sphérique, majsursuidans le cadre de I'hypotheése de

lubrification et sans contraintes normales.
Selon 'analyse de Peek (1932), la hauteur lithitest :

2TR’s
hy==— [2]
Oka et Ogawa (19 ) trouvent :
TR%s
h, = 3
s = 5F [3]
Une autre analyse (Sherwood et Durban 1996) donne :
h, =§mﬂR3 S(F —§HR2 s(\/l— m? +arcsin(”n))] [4]

Dans cette derniéere analyse les auteurs supposentegmatériau est proche du domaine
plastique, la contrainte aux parois a une fractonstante "m" de la valeur du seuil de
contrainte et que les contraintes et les vitesgewegnt étre exprimées en seérie inverse du
rayon r. La valeur de m est supposée varier emtreO (pour un glissement parfaitya= 1
(pour une adhérence parfaite). La démarche desirauéait originale dans ce probleme,
cependant la solution analytique obtenue trouvégges inconvénients. D'abord la condition
d'adhérence a la parou(z=+h/2) =0) n'est pas satisfaisante pour= . Qe plus la
solution prédit des vitesses radiales négatives ged'axe de symétrie Oz qui contredisent la
physique du mouvement. Dans tous les cas, l'appradté élargie aux cas du modeéle en loi
de puissance et du modele de Bingham (Sherwoodidtad 1996), et par la suite au cas du
modéle d'Herschel-Bulkley (Sherwood et Durban 1988) plus, la solution du modele de
Bingham a été comparée par les auteurs aux doemgésmentales d'Adams et al (1996) sur
la variation de la force en fonction du déplacenaentéchantillon.

D'autre part, on peut noter dans la littérature nlanque considérable de données
expérimentales avec des fluides viscoplastiquesjuca d'ailleurs amplifie le discords dans
les approches théoriques, et numériques. Néanmbétsde expérimentale de Covey et
Stanmore (1981) a montré l'intérét de la premié@tion du probleme (c'est-a-dire la
solution de Scott 1931) par rapport aux ceux dek H&832) et Oka and Ogawa (19 ),
notamment pour évaluer la valeur du seuil de corteaonnaissant les valeurs de la force et
de la hauteur limitd, (Eq. 1). La méme approche (c'est-a-dire Eq.1§a@suite utilisée par
Sherwood et al (1990) pour caractériser une salutie Bentonite. Mais, le travail
expérimental le plus remarquable dans ce problésteca&ui d'Adams et al (1996). Les
auteurs considerent le probleme avec les deux tonglia la paroi (conditions d'adhérence et
du glissement) et un fluide viscoplastique possédas effets élastiques. lls montrent des
photographies du champ de déplacement indiquantlepieones rigides si elles existent
vraiment, elles ne peuvent se localiser que dam&dis de I'échantillon (comme dans les



figures 2d et 2e) et au voisinage du front d'odlge résolution numérique des équations du
mouvement avec le modele d'Herschel-Belkley p@aolilement et le modéle de Hooke pour
la déformation élastique a été également effeatg€eomparée aux mesures.

Ce grand désaccord nous amene alors dans cel taneionsidérer le probleme. Nous
utiliserons la loi de comportement donnée par lelétm d’Herschel-Bulkley. En supposant
que la situation est isotherme et isochore, le @stepent mécanique en écoulement peut

étre représenté, comme suit :
X=-pl1+T [ 5]

T :2r|(m)D si -T, >¢
ﬂ(_4Du):7ffB=ﬁw<&PZBITﬂ [6]

Avec

Avec en plustr(D) =0.

Le critere de plasticité utilisé dans le modéle adti de Von MisesX est le champ du
tenseur des contraintes de Cauchyf eétant le déviateur du tenseur de contraileet 1
sont respectivement le tenseur des taux de défurmeat la matrice unitaire. Les deux

scalairesT,, =-(1/2) tr(T2 )et D, =-(1/2) tr(D2) sont les deuxiémes invariants de et
D, respectivement. La fonction scalajy(a/—4D” ) étant la viscosité absolue. Cette derniere

est définie avec trois parameétres rhéologiques seldl de contrainte, la consistance du
matériauK et I'indice de rhéofluidificatiom. Enfin, le scalairg est la pression.
Le modele peut étre complété en utilisant leslkEssplus simples des lois fondamentales des
petites déformations. On suppose avant le seuicatgrainte que le matériau est soit
parfaitement rigide, en déformation élastique sutiv@ modele d’élasticité linéaire de Hooke
ou idéalement plastique, c’est-a-dire :
e Pour un matériau rigide, on a :
e Pour un matériau purement élastique :
T=2Gg si -T,<s’° avec tr(§)=0 [8]
ou € est le tenseur de déformation linéaire. Les tsmalairesk, v (=1/2) et G sont
respectivement le module d’élasticité de Youngcdefficient de Poisson et le module de
cisaillement.
* Pour un matériau idéalement plastique :
2
T=—2% ¢ avec -T, =5* et tr(€)=0 [9]
V_4&|

ou €, est le deuxieme invariant de

Pour représenter le phénoméne du glissement, uidiserons la loi postulant que la
vitesse du glissemeni, a l'interface matériau solide varie linéairemevgcla contrainte

tangentielle a la parai,,, soit :
us, =ar, [ 10 ]



ou a est le coefficient du glissement. La situatien=0 correspond a la condition
d'adhérence a la paroi.

Nous supposons (cf. Fig.1) a I'état initial quéchantillon est de forme cylindrique de
hauteur H et de rayon R placé entre deux plateauxfixe et l'autre mobile. L'essai
commence & = (@n compressant du haut au bas sur le plateauenobil
Les observations montrent que le front emtrer(t) etr =r; +dr; est de forme courbé. Par

simplification nous considérons dans le calcul uement le domaine hachuré représenté sur
la figure 1 avec de plugdr; =0. Nous ignorons les forces de volume et la pression

atmosphérique. Il faut cependant signaler que tiamsemble des grandeurs calculées la force
de la gravité ainsi que la pression atmosphéri¢giengnent, donc elles n‘apparaissent pas
dans les formules méme si nous les prenons end&yation.
Compte tenu de la discontinuité de la loi de corgment du matériau utilisée, nous
pouvons distinguer entre deux situations séparaéesrpcritére de type :
SHRF9<O0 [11]
ou S H,RF,) est une fonction a ce stade inconnue de H, RSF et

Si cette condition est vérifiée I'échantillon pektte considéré soit entierement rigide, en
déformation élastique ou plastique. Cette situatmeut étre alors étudiée avec des
considérations liées a la mécanique des solides.

Sinon, on peut éventuellement considérer I'exigedans la quantité du matériau en
mouvement a la fois des zones en écoulement eratess élastiques (rigide ou plastique)
séparées par des surfaces seuils. Celles-ci aogéritere de plasticité de Von Mises, c’est-a-

dire le long des surfaces seuil 'équatigrT, =s est veérifiee.

« Dans les zones en écoulement les contraintes dgpassvaleur du seuilT, > s

selon le critere adopté) et par conséquent le matéoule et les gradients de vitesse ne sont
pas nuls.

* Dans les zones élastiques (rigide ou plastique)d&riau se comporte comme un solide.
Les composantes du tenselr existent dans cette région, mais elles respedtentitere

T, < s? ou bien—T, =s? pour un matériau idéalement plastique.

Sur ces bases nous commencerons I'étude par semtedion de la théorie élastique.
L'intérét majore de cette théorie est d'abouta finl aux conditions de démarrage et d'arrét du
mouvement des matériaux élastique/viscoplastigédastique/plastique. En se basant ensuite
sur la solution élastique obtenue et le criterepldsticité de Von Mises nous découvrirons
quatre formes possibles de la surface seuil. Nt@méns aprés les équations simplifiées de
I'écoulement du modéle d'Herschel-Bulkley avec gdragimation de lubrification
(¢ =h/R<<1). Le modele simplifié obtenu peut étre valablesddda nombreux écoulements
axisymétriques réels, mais dans notre probléme peut étre considéré que loin des régions
en fortes élongations situées aux voisinages des aees de symétrie de I'échantillon. Nous
montrerons a partir de ce modéle l'intérét de peerd compte les contraintes normales pour
les matériaux a seuil de contrainte. Nous déduispres la solution visqueuse de Scott
(1931). Nous la compléeterons, vu le manque de ldatans la littérature, au probleme a force
contrdlée. Enfin, nous proposerons les solutiongnatotiques pour les matériaux rigides
viscoplastiques lorsque les contraintes misent exrx jsont proche du plateau plastique
(écoulement a tres faible vitesse ou les effetdigie et les effets visqueux sont négligeables



par rapport aux effets plastiques), c'est le prablée plus mal abordé dans la littérature qu'il
soit par les moyens numériques ou par les outikhénaatiques. Son intérét reste cependant
double; intérét fondamental pour une bonne commsibe de ce type de matériau et intérét
industriel pour une meilleure caractérisation dedi@ur du seuil de contrainte.

2 Théorie purement élastique et schémas qualitatifs de la
surface seuvuil

2.1 Théorie purement élastique et domaine d'application

Nous supposons que la force et la profondeur séstpetites et que le rayon et le seuil
de plasticité sont tres grands pour que dans ‘#ehdntillon le matériau puisse étre considéré
en déformation élastique suivant le modele d’'&dstilinéaire de Hooke ( 8). L'intérét de
I'étude de cette situation est d'aboutir a la fionctS( HRF,s) définie précédemment et
d’interpréter par conséquent le démarrage et fateé’écoulement des matériaux élastique-
viscoplastiques lorsque la profondeur atteint uagewr limite. La solution permet aussi
d'identifier par méthode inverse la loi de compmeat de Hooke et d'évaluer si c'est le cas
les parameétres rhéologiques s, Gret
Nous supposons que la profondeur est tres petitentiée rayon pour que la composagte

du vecteur déplacemeft ne dépende que de la position z et t, soit :
& ==2[p(zt)dz [12]

Avec I'hypothése des petites déformations le tendeudéformation linéaire s’écrit, comme
suit :

33 1(98, | 08
or 0 2[ o oz
€= 0 ETf 0 [13]
1[0, 08 , 9%,
2 or 0z 0z
ou ¢, estla composante du vecteur déplacemestivant la direction Or.
Le mouvement est isochore, on a donc :
10(r&,) _ 0§,
r or 0z [14]

Avec I'hypothese de départ ( 12) cette derniereagn peut étre intégrée. On obtient avec la
condition au limite, =0 ar =0 :

& =W(zt)r [ 15]
Avec la loi de comportement du matériau utiliséedemposants du déviateur du tenseur de
contraintes s’écrivent, comme suit :

trr = t@@ = ZG LIJ(ZIt)) tzz = _2trr ’ an

t,=Gr—
zr az
En négligeant l'inertie dans les équations des tij@ardu mouvement et en remplagant, on

obtient suivant I'axe Or :

[16]

— 17
ror 0z° [17]

Suivant 'axe Oz, on a:



@ = _ZGG_LIJ [ 18]
0z 0z
En intégrant cette derniere équation, il vient :
p=-2GY¥(zt)+TI(r,t) [ 19]

ou I(r,t) est une fonction de r et de t.

En dérivant cette derniere équation par rapporetien remplacant dans I'équation ( 17), il
apparait que :

EUIL [20]
r or

et
1 9%y
-G = —A(t 21
S = A [21]

ou A(t) est une fonction du temps.
En dérivant cette derniere équation avec la camdiéiu limite¢,, = 0Oa z=0, on deéduit
d'aprés ( 16) que la contrainte tangentielle Viamé&airement avec z et r. Elle est nulle dans les

deux axes de symétrie de I'échantillon{ €@ z=0) et maximales aux parois, soit
t, = —A(t) r z. La contrainte tangentielle aux parois est dope A(t) r h.

Ainsi avec la loi du glissement ( 10), I'équatid2il donne :

2
W(zt) :%[(gj —ZZJ+A(t)ah [22 ]

Cette derniere équation montre que le déplacensshalr(é, = rW(zt) ) est une fonction

parabolique de z.
Avec la condition au limiteé, =0 a z=-h/ 2, on déduit I'expression suivante du

déplacement vertical :

2 3
5Z=—ﬂ —3z3+(ﬂj z+3(ﬂj —2A(t)ah(z+hj [23]
G 3 2 312 2
En intégrant maintenant I'équation ( 20) et enplmant dans I'équation ( 19), on obtient :
P, = AM)(B(t) —4Ga’h)+%(rf2 - r2) [24 ]

ou p, désigne la pression a la paroigt est une fonction inconnue du temps qui peut étre
déterminée avec la condition au front (c'est-a-@éire=r;). Cette condition est a I'heure

actuelle tres mal prononcée.
Plusieurs auteurs (Leider and Bird 1974, Stefan @iggber 1874, Scott 1931, Brindley
1976, Tanner 1965 et d'autres ) utilisent la camalisuivante :
p=0 a r=r; etz=%h/2 [ 25]
pour tenir compte de la composante extra contrdinted'autres auteurs (Maccelland and
Finlayson 1983, Kramer 1974, Mochimaru 1981) oilisgtla condition suivante :
p-t, =0 a r=r;etz=Fh/2 [ 26 ]

Lee et al (1984) recommandent l'utilisation dedadition intégrale suivante :
h/2

[(p-t,)dz=0 & r=r [27 ]
-h/2
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Enfin, pour les matériaux viscoplastigues Adam kt(1®93) proposent de changer la
condition ( 25) par :

p=+3s & r=r, etz=%Fh/2 [28]
Dans tous les cas une étude future spécifique gylan frontale permet peut étre de trancher
d'une maniere définitive sur la bonne conditionoarger aux contraintes et la pression dans
cette region. Notons que d'aprés I'étude numemDd®onovan and Tanner (1984) il suffit
de prendre des conditions différentes pour fairgaegitre des zones rigides au voisinage du
front d'onde. Nous utiliserons dans notre travailcondition au front représentée par
I'équation ( 26).
Calculons maintenant les composantes du tensewodésintes. D'apres ( 21) et ( 16), ona:

2
t. =ty = A(t)([gj - Zz] +2GAb)ah, t,=-2t,, t,=-Arz [29 ]

Les contraintes normales sont donc indépendantasetlevarient paraboliquement avec z.
Elles sont maximales dans I'axe de symétzie 0 de I'échantillon, et nulles aux parois
(z=zxh/2)si
Avec la condition au front ( 26), on déduit :

B(t) = 6Gah [ 30 ]
D'autre part, en négligeant l'inertie du platealbitep la fonction du tempsA(t peut étre
déterminée avec la condition a la paroi suivante :

f
IZﬂr(pp —tzz)dr =F [31]
On trouve :
4F(t
A= O 32]
7(r;” +24Gahr %)

Avec la condition au limitef,(z=h/2) = -Ah(t) (Ah est le déplacement vertical total de
I’échantillon) on déduit d'apres les équations)( &2 23) la relation entrah(t @t F(t), soit

2
ph(ty = 2FON z(h +Zaj ol Ah(t) = H - jV(t)dt [33]
7(ry” +24Gahr )\ 6G
avec
(rayonconstant)
R®H [34]

(volumeconstant)

Ces derniéres relations permettent dans un edesaiecontrolée F(t )connue) ou a vitesse
contrdlée ¥ (t )connue) d’identifier par méthode inverse la loicdenportement de Hooke et

d'évaluer ainsi les valeurs du module de cisaill@n@et du coefficient du glissement
Ces relations sont supposées valables si toutepdegules dans I'échantillon sont en
déformation élastique. D’apres le critere de ptastide Von Mises, on est dans ce cas

lorsque la valeur maximale de l'intensité des eontes-T, est inférieure &°. Il convient
alors de calculer la quantit€T,, pour vérifier I'nypothese.
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D’apres les résultats précédents, on a
2 2
-T, =3t, 2 +t,° = A(t)® 3{22—(gj +ZGahJ +12 72 [35]

Pour plus de clartés dans la discussion nous misods les variables adimensionnelles

suivantes :
A 2z r h
(Z,I’,é‘): s Ty T [36]
h hr
et les nombres adimensionnels suivants :

3
(05| S0 s ),

Le nombreS; représente I'effet du glissement (nul pour uneéegtice parfaite) et le nombre

S représente l'effet du seuil de contrainte.
Ainsi, I'équation devient :

5 =52 (-T,) =362(1- 22 +8S, | + 4222 (37
La fonction S introduite posséde une valeur limitE,, correspondante & T, =1
(Z;, =S?). Pour que notre hypothése soit valable la vafleuE,, doit étre supérieure a la
valeur maximale d& (Z,,,,)-

D'aprés I'équation ( 37) la fonctioh est une fonction croissante de Par conséquent sa
valeur maximale coincide avac=1 (c'est-a-dire au front). Mais en fonction de = peut
étre (suivant la valeur dé) complétement décroissante & 0), décroissante dg= 0
jusqu'a une valeur limite puis elle croit ou totaént croissante. Mais dans tous les cas sa
valeur maximale se situe 2= (@'est-a-dire sur I'axe centrale de I'échantillon)a z = ¥1
(c'est-a-dire dans les coins) suivant le rapporEn définitif, on a :

S(F=12=Fl) sie<—2

3(1+16S,)

= [38]

max —
2

S(F=12=0) sie>——2%
(F=12=0) s J31+16S,)

PuisqueZ,, = S? doit étre supérieur &, il apparait immédiatement que I'hypothése de
départ est vérifiée lorsque < F;, (h,r; oy :

mr’s| 1+24S £

. 2
SI§E <K ————
2h | [1+485%¢? J3+16S)
V3 ts(1+24s; €% N 2
\/3(1+16S))

3 h | 1+8S,
C’est-a-dire, comme prévu au départ, pour des $ostedes profondeurs tres petites et des
rayons et des seuils de plasticité trés grands

Fim (h,1¢) = [39]
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Ainsi, dans un essai a force constante, si é liéidal F < F;,,(H,R) le matériau ne

coule pas, mais il se déforme. Le déplacementoadrgjui peut étre mesuré est déduit d'apres
I'équation ( 33), soit :

3 1+12S
H=2FH ( 9] [ 40 ]

 37GRY(1+245, ¢
Avec dans ce cas (c'est-a-dire a I'état initeh H /R et S; =Ga/H .
Si par contreF > F;,(H,R) I'échantillon coule, puis il s’arréte lorsque leofondeur
atteint une valeur limiteh;. La valeur dehg peut étre calculée en résolution I'‘équation
F = Fi,(h.rs), avec :
R (rayonconstant)

re = 2 41
® /RhSH (volumeconstant) [41]

A rayon constant, on obtient avec la condition déadnce a la paro; = )Q

nR’s : 2/3
2F st H<7gR
h, = . [42 ]
BTR's 5208,
3 F 3

Ce critére d’arrét peut étre comparés a celui diedarie lubrification (Scott 1931) dans le cas
ou H < (2\/§/3)R. On obtient la méme loi d’échelle avec une sumegton de la valeur de

la profondeur lors de l'arrét (Eq.( 1)). Par centtexpression de Peek (1932) (Eq.( 2 )) sous
estime la valeur de la profondeur lors de I'arid@t apport a la théorie présentée ici.
A vitesse imposéd/ (t), on remarque d'aprés I'équation ( 33) que la festea I'état

initiale nulle, puis elle varie dans le domainesétpue comme suit :
371G r*(H-h)(1+24s, &
2 h? 1+12S,
avech=H —IV(t)dt, re =r¢(h) (Eq. (34)),S, =Gal/h ete=h/r;
Cela jusqu'a ou la profondeur du matériau atte@ntaleur limiteh, (ou bien le front d’'onde
atteint le rayorr, ), au-dela le matériau peut éventuellement coukenaleur deh,_ peut étre
calculée en résolvant I'equatiéi(h ) = F;,,(h.,r, ), avec :
R (rayonconstant)
r, = 2 [ 44 ]
: Rh H (volumeconstant)
L

A rayon constant, on obtient avec la condition ldéadnce a la paroi§; = )Q

4 sH GR |
3l [1+230 1128 6 H<@J/3/3)R
( 3GR J S ( )

h = [45 ]

-1
H(1+2—f’§j si H>(2/3/3R

[43]
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Ces dernieres relations donnent les conditions éeadrage et d'arrét de I'écoulement des
matériaux  élastiques/viscoplastiques. Elles peuveétre utiles pour évaluer
expérimentalement la valeur du seuil de contrainte.

2.2 Schémas de la surface seuil basés sur la théorie élastique

Pour plus de clartés dans la discussion, nougadisil'analyse suivante au cas d'une
parfaite adhérence a la paroi (c'est-a-dire on (se 0). Mais qu'il y est un glissement ou

qu'il n'y est pas, signalons que les formes deitiase seuil obtenues ne changent pas, ce qui
change c'est I'étendue de leur domaine de validité.

Comme hypothése principale, on suppose que lesszque ne vérifient pas l'inégalité
-T, < s sont en écoulement (sans aucune spécificationld@i técoulement) et les autres

sont en déformations élastiques suivant la solysr@sédente. La surface seaik 5(? peut
étre alors calculée en remplacant dans I'équal:&i’r){lcII =1, soit :

S? =3¢? (1—5(?)2)2 + 472 5(f)? [ 46 ]
Signalons cependant que la surface seuil dédyiteta de cette derniére équation peut ne pas
étre la vraie surface seuil, d'une part a causérdalidité dans ce cas de notre hypothése de
départ selon laquelle la composarite du vecteur déplacemerdt est indépendante de la

position r, d’autre part a cause de l'influencdaleiscosité ou de la plasticité.

Dans tous les cas I'équation ( 46) se raméne & agun&tion du deuxiéme degré qui peut étre
discutée et résolue suivant la valeur du déternietites limites—1<z<1let0<f<1. On
découvre quatre formes possibles des zones élast{guivant les valeurs d& et £) ; zones
élastiques en forme de croix, zones élastiquesrenef de ceinture, zones élastiques en forme
de poumon et Zones élastiques en forme de vallée.

Zones élastiques en forme de croix

On est dans ce cas Iorsq&@e < S< 2 (Fig.3), c’est-a-dire :

3 4
T~ s J3Tr s
oh <F <3 p [47]
On remargue que cette situation ne peut jamaisteexisi £>2J3/3 (c’est-a-dire

h>(2/3/3)r,)

Ici, les zones en déformation élastique se loaaligges des deux axes de symétrie de
I'échantillon (r = 0 et z= 0). L'épaisseur de la surface seuil= 8(?) peut étre calculée
d’apres I'expression suivante :

- 2f? 3%/ . s .
o) =7 [1-=-]1- [1-=°(4f?-5?)|avec =<f<1 48
") 362 \/ 4r‘4( ) 2 [48]
Celle-ci se simplifie lorsque - ,comme suit :
. S
o) =F— [49 ]
2r

montrant que la surface seuil varie commeglorsquee — 0
On note également que I'épaisseur de la surfadeaeuextrémités de I'échantillon (c’est-a-

dire ar =1) n'est pas dans ce cas nulle, elle est égglavec :
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5,=71--2 [1—\/1—3%2(4—52)] [50]

3¢?

Zones en écoulement

Zone élastique

Fig. 3: Zones élastiques en forme de croix

Cette surface seuil ressemble un peu a celle dieélarie de lubrification sans contraintes
normales (Covey et Stanmore 1981, Scott 1931,igf. Za), mais ici au lieu quelle traverse
les parois a I'origing =0, elle les traverse A=rf,, avecf, =S /2

Zones élastiques en forme de ceinture
On est dans ce cas (Fig. 4) lorsque :

2\ J6
S< Min| 2+/3¢, V3¢ 1—(1——2J (si£>—J [51]
3& 3

Ici, les effets des contraintes normales sur léasarseuil sont comparables aux effets des
contraintes tangentielles. Les zones en déformatéastiques se localisent dans la partie
centrale Q< T <T,) et dans les coins seulemeiy € Z<1 ou -1< z< -Z,) de I'échantillon,

avec .
21/4 2
31:{1&@” , Oy = 1—£(§j et r}z% 6| 1- 1—%(% [52]
£

3\ ¢ 3\¢

L'épaisseur de la surface setik d(f) peut étre calculée d’aprés les relations suivantes

n2 2

7 1-20 11 (1438 (a52-52)| si 0sP<>

R 3 4r 2

o(r) = [ 53]

2F2 3% 0 .S . .
F/1-—|1- |1+—\4r° =S SI —<r<r
3&2 \/ 4r“4( ) 2 !
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Notons que cette localisation dans les coins deeg@lastiques a déja été signalée par
plusieurs chercheurs, comme Smyrnaios et Tasamup@RDO00) ainsi que Matsoukas and

Mitsoulis (2003) en résolvant numériguement lesaiqns du mouvement avec le modele

viscoplastique de Bingham modifié (modele de Pasas).

Fig. 4:Zones élastiques en forme de ceinture

Zones élastiques en forme de poumon
On est dans ce cas (Fig. 5) lorsque :

2
J3e 1—(1—3—22J <S< Min[Z,\/ge‘] [54 ]
&

On peut remarque que cette situation ne peut jamester si£<\/€/3 (c’est-a-dire

h<(/6/3r;)

L'épaisseur de la surface selik 3(f) peut étre calculée d’aprés les relations suivantes

~2 2
1\/1—2L 1+\/1+3—£(4f2—82) si Osf<§'

X 3&? 4f4
o(r) = [55]
n2 2
T [1-20 01 (1438 ap2-s2)| si 2s<rsa
3¢ 4r 2
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5 =

e

T

Fig. 5:Zones élastiques en forme de poumon
Ici, quelque soit le rayon il existe des zones éfomnation élastique. Ces zones se situent
dans toutes les parties supérieures et infériedeekechantillon, a I'exemption des régions
situées aux voisinages des parois et des extréifutEst-a-dire pourf, <t < 1 On peut

noter aussi que la surface seuil coupe dans céesaxtrémitési{ =1) en deux endroits, a
o(f) =9, et ad(r) =9,, avec :

: 2 3¢6°
54=+\/ 1—?{1+\/1—%(4—82)J [56 ]

Zones élastiques en forme de vallée
On est dans ce cas (Fig. 6) lorsque :

2
Max 2,\/55‘/1—[1—3—?2} [si £>§J <S<3¢ [ 57 ]

L'épaisseur de la surface seizikE d(f) peut étre calculée d’aprés la relation suivante :

- 212 3% . .
o) =F [1-"—|1+ [1+==(4F?-S?)| : 0<f<1 58
(") \/ 352{ \/ 4f4( )J [58]

a _——

S eyl

T T
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Fig. 6: Zones élastiques en forme de vallée
Ici, les zones en déformation élastique se sitwamts toutes les parties supérieures et
inférieures de I'échantillon.

3 Equations du mouvement dans les zones tres longues
en écoulement

Nous adopterons ici la méme stratégie d’adimemsilisation et de simplification que
celle qui a été déja utilisée par Piau (1996) darss d'un écoulement bidimensionnel.

3.1 Equations adimensionnelles générales du mouvement

Nous considérons que les particules sont animéasytbuvement de vitesserelative a
un repére Galiléen suivant la direction Or. La cosgmte de vitesse le long de cet axe est
notéu. Les autregomposantes sontle long de la directio® etw le long de I'axe @(Fig.
1). Les équations de base sont celles de la mécanigsgique: équation de la quantité du
mouvement et équation de conservation de la masse.
L’équation de la quantité du mouvement est la suaa

g - N
pl = pg - grad p + div(T) [ 59 ]
L'équation de continuité est :
divu=0 [ 60 ]
ou o est la masse volumique gtest lI'accélération gravitationnelle.

La composante de vitesse v est nulle compte tenla dgmétrie. Le tenseur des taux de
déformation se simplifie alors, comme suit :

ou 1{ow , du
or 0 2(6r " az)
D= 0 B 0 [61]
1(ow , u) ow
2\or * 0z 0 0z
On déduit I'expression du deux_iéme invariantiesoit :
[ o - 32y
O =72 r ) Flaz) ) T2z Far [62]

et aussi I'expression du gradient de vitesse appare
=, = (el o By
Y 4D, \/2[(& Naz! T\l | Tlaz Tar [63]

Deux dimensions caractéristiques de I'écoulementvgre étre considérées, dans la

direction du rayon et h qui représente I'épaisddarensemble de variables adimensionnelles
normalisées est choisi (leur ordre de grandeurlgsDes lettres capitales indiquent les
variables normalisées. Pour les coordonnées degiatu temps, elles sont choisies comme
suit :
r z V
(R1ZlT) = (_’_’_tJ [ 64 ]

re £re rq
ou la référencd& et le paramétre sont introduits. Ce parametegeest le rapport/r; .
Les deux composantes réduites de vitesse (U ebwif). s
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@ ,W):(H’ﬂj [65 ]
V &V
La composante w est normalisée par l'intermédaareéquation de continuité.
On suppose que la valeur du seuil de contraintmeealla norme pour la pression, soit :
p=P [66 ]
S
En utilisant ces variables adimensionnelles etudgn de conservation de la masse, le
gradient de vitesse apparent s’écrit, comme sulit :

2 2
y:L 452 (EO(RU)j _Uou +(OU +£26Wj (67 ]
Ty R OR ROR| 0z oR
La quantitéV /er; donne la norme du gradient de vitesse. On pass al
= Ssaf 2 rete 68 ]
Vier, 0Z 0z

ol sgr{dU / 9Z) est le signe de la dérivée partielle de U par e Z et@(?) indique un

terme trés petit d’ordre de grandesir.

Nous supposons que l'écoulement est laminaire. rotefent interne peut étre alors
représenté par la loi de comportement du matéBauremplacgant, il résulte en projetant
I’équation de quantité du mouvement suivant laddiioe Or :

R49Y +U0_U+W5_U]+Oda_P:280d{ii[Ba_UJ_ U 1 d L B J}+

oT ~ 0R = oz R ROR\ T oR FRZ-J1—432(B/r2)ﬁF

ZSZ{LL(an—la_U] _rn—lg} +i[rn—l(€26_w+6_Uﬂ
R

oR oR R2[ oz R  0Z
69 |
et suivant I'axe Oz :
2Rd OW 4y OW L\ OW oP _ O [10W |, 1 (20W L 0U
Re P +u G ew T |+ 0l 8Od{zaz(r azj+ A9k az)}J“
[ 70 ]
2 (14 10 frrms(c2 0 a_u]}}_ s 20d 1[1]
€542 r + RI € + €
Avec
2
_(19RY ) _uUou
B_[R aRj R 0R [71]
ou Re et Od sont respectivement les nombres dedRisyat d’Oldroyd définies, comme suit :
V2 (er )" ere )"
Re:'o__f g C)d:g_s_f [72]
K {V K|V
D’autre part, I'équation de conservation de la raasécrit en variables adimensionnelles :
U LU AW _
OR R 0z [73]

En associant ces cing derniéres équations aux cmmglitnitiales et aux conditions aux
limites il est possible de résoudre numériqguemendrbbleme, mais notre objectif ici est de
chercher des solutions asymptotiques.
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3.2 Cas asymptotique d'un domaine trés long

Les équations ( 69) et ( 70) peuvent étre dissugtesimplifiées suivant les valeurs du
rapport €, du nombre de Reynolds (Re), qui représente lesseinertiels par rapport aux
effets visqueux et enfin du nombre d’Oldroyd (Odui traduit les effets plastiques par
rapport aux effets visqueux. En se limitant au case <<1 (approximation de I'eau peu
profonde), il apparait nécessaire de tenir comptetdrmes d’ordre de grandedlr sinon les
effets plastigues n'apparaissent pas directememt & équations du mouvement. Il résulte
suivant I'axe (Or):

oyU ouU oyU oP _ 0 -10U
Reyr UG tW az} OdaR 7 I(U sgr(UZ))” I(le le termevisqueuxt,, ,) +

RUY),
ZSOd{éaaR(R )Ly %ai(( j} b J}sgr(uzwe(s)

(i.e.,lestermeoplastiques(rt, ),r/ r, _tee/ rett,,)
[74]
et suivant I'axe Oz :
oP _ Od d ((RU)RJ 2
Ood== 1-2= sgnU , )+ 0O(s

(i.e.,Iestermesplastiques(rt,z) T oettyy,)

On peut remarquer en plus du terme visqugux des termes plastiques dus a la contrainte
tangentiellet,, et aux contraintes normales, tgg €t t,,. Ainsi, il ne sera pas convenable
d’utiliser brutalement pour un matériau viscoplgsé la théorie de lubrification sans tenir
compte des contraintes normales. Ce résultat lilmi®lidité de toutes les théories basées sur
I'approximation de lubrification sans contraintesrmales, théorie largement utilisée par
plusieurs chercheurs dans ce probléme et dansreBaégalement (cf. Piau 1996). Enfin, il
bien de signaler que le modele simplifié établisdaa chapitre peut étre également utilisé
dans d'autres problemes d’écoulement axisymétriguek profondeur de I'écoulement est
tres petite devant le rayon, comme par exemple idgm®bléme de consistometrie.

4 Théorie visqueuse (solution de Scott 1931)

En se limitant au cas od - 0 (solution exacte lorsqua=0, modele en loi de
puissance), il vient d’apres les équations ( 74)7&) :

U . 0U .U _ 9P, 1 9 |ou )
ot TV ar Wz T aRJ’Reaz{az( Sgr{ D }+O(s) [76]

az =0

Puisque la valeur de s est supposée nulle ou ¢tés,da pression est normalisée dans ce cas
par la quantitéo V2, c'est-a-dire par l'inertie, soit :

P
P e 77
V2 [77]
L’équation ( 76b) montre que la pression est puatgent indépendante de z (répartition
hydrostatique de la pression le long de I'axe Oz).
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Lorsque le nombre de Reynolds (Re) est tres pedis trés fréquent pour les fluides
complexes), I'inertie peut étre négligée dans ladoun ( 76a). On obtient en revenant aux
variables dimensionnelles :

n-1
Ki@a—uxsg ou =@ et @=0 [ 78]
0z| 0z\ 0z 0z or 0z
Avec la condition d’adhérence a la paroi, les dbous aux limites sont les suivantes
(sans glissement) uz=+h/2)=0 (ou h=h(t) est la profondeur de la plague mobile). Par

raison de symétrie de I'écoulement on a de ply&g=0)=0. Avec ces conditions, les

équations ( 78) peuvent étre intégrées. On ob#ietter =0 etr =r, (t) le profil de vitesse

_1 _i@mhmﬂ_E m+1
2 ]

ou sgn(z)est le signe de z
En intégrant cette derniere équation on déduipfegsion du débit, soit :

suivant :

h m m+2
Q:J-udzz 2 (—i%j (Dj [80]
5 m+2\ K or 2
L’équation de continuité a vérifier dans ce cadasuivante :
dh__2Q
dt— r [81]
En remplacgant I'expression du débit ( 80) dans adtaiere équation, on obtient :
m
1 (_i@j =L dh [82]
(m+2)2"r{ Kor h™< dt

Le terme du deuxieme membre de cette derniére iéquast une fonction du temps
seulement, il donc possible de poser :
1 dh_
h™2 dt
ou Q(t) est fonction arbitraire du temps.
En remplacant ( 83) et ( 82) dans I'équation ( iF@pparait que la vitesse radiale varie
linéairement avec le rayon, soit :

a() [83]

(m+2)a(t) h™*
2(m+1)
[ 84 ]
D'autre part, d'aprés I'équation ( 82), on obtiamec la conditionp = 0a r =r(t) et
z=%h/2:

m+1
u=r ¢, y(zt) avec Y(zt) :1—(%sgn(zﬂ et Yo =y,(t) =

2K'm + +
= 20 m+2a@l " [ @ -, 85

On déduit grace a I'équation ( 31) I'expressiofad®nction du temps(t), soit :

(L+3m)F (t)}"‘ 1
277Km (m+2)r;

[86]

1+3m

at) = {
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En remplagant dans I'équation ( 83), on aboutdlément a I'équation différentielle suivante:

1 dh_ [@+3mFO]" 1 187 ]
hm+2 dt 21K m (m+ 2) r_f1+3m

our, =r.(h) (Eq. (34))

D’autre part, compte tenu du profil de vitesse |, #h peut intégrer I'équation locale de
conservation de la masse et déterminer le profilviesse vertical. On obtient avec la
conditionw=0 a z=-h/2 I'expression suivante :

m+2
w=w(zt) = -h w{zz - Sgn(zigsgn@ﬂ + m+1} [ 88 ]

? m+2\ h m+2

Il apparait que la vitesse verticale est indépetaddn rayon. Notons aussi que la condition au
limite w=dh/dt a z=h/2 est automatiquement vérifiée.

Cette solution est due a Scott (1931). Elle coomadpen réalité a la solution externe du
probléme qui rentre dans la théorie des petitesuiiations dont le parametre est le rapport
& =hlr;. Johnson (1984) trouve que la solution internsits® aux voisinages des deux axes

de symétrie de I'échantillon, ai= ©(e™ €)X r/h=0©(&). Mais ici la correction proposée par
Johnson n'a pas apporté une grande amélioratesaution de Scott.
A vitesse constante I'équation ( 87) devient :

1+3m 1/

1+3m hm*2 [89]
Il suffit dans ce cas de mesurer la force et ldgmaeur pour évaluer ensuite par ajustement
les paramétres rhéologiques (K et m) du matériaiorée constante le probléme est différent.
Il faut soit dérivée les mesures dt par rapport au temps pour détermingit (cette
technique n'est pas recommandée), soit de dévelgupe la solution et d'évaluer ces
parametres rhéologiques par ajustement de la coexpé&rimentaleh(t )a la courbe
théorique. Quelques auteurs (par exemple Leided)l@nt utilisé pour comparer leurs
données le concept de la moitié du temps de mesles;a-dire le temps nécessaire pour
presser sur la moitié de la hauteur initiale dehidtillon. Dans tous les cas, vu le manque de
détails dans la littérature, nous proposons deldgper plus la solution dans le cas ou la
force serait constante. Nous recommandons d'utikkes formules pour une meilleure
évaluation des parametres rhéologiques. En eftets pouvons de cette fagcon écarter, par
analyse de toute la courbe expérimentalg , le) domaine ou les effets inertiels sont
significatifs (c'est-a-dire aux temps petits) etitenaine ou le matériau glisse.

A volume et force constants I'équation ( 87) pené éntégrée, on obtient avec la condition
initiale h(t =0)=H :

(1+ 3m) F m (5m+ 3) H m+1 -2 /(5m+3)
h=h(t)=H 1 o
En remplagant dans I'équation (), il vient :
(A+3mF m (5m+ I)H Ml 1/(5m+3)
o t+l 91
re =re(t) {{ 2K m } 2(m+2)R1+3m + } [ |

On peut remarquer que la profondeur du fluide etrdgon du front d’onde varie
respectivement, comme :
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C’est exactement comme dans le cas de I'écouledeenipture de barrage en axisymétrique
(cf. rapport Piau et Debiane)
A rayon et force constants, on obtient :

~1/(m+1)
_ o J[@+3mFE " (m+yH™
h() = H{[ 21K m } (m+2)R™3" t+1} [92]

Contrairement au cas précedent, ici la profondeufidde varie aux temps grands comme
LD

Sur la figure est donnée les profils des vitesemdigux et verticaux) en fonction de l'indice
m. Les vitesses sont normalisées par leurs valearsmales, c'est-a-dire paz = 0) = r ¢,

pour la vitesse radiale et(z=h/2) =-V =dh/dt. Les profils des vitesses radiales et les
profils des vitesses verticales sont respectiveragmitriques et antisymétriques par rapport
a l'axez = 0. Notons aussi que le profil de vitesse verticasinpas tres sensible a la variation
de l'indice m, mais le profil de vitesse radial egpendant assez sensible. L'augmentation de
m entraine un plateau au voisinage de I'axe detsigmzE= 0.

P 7 :
g : — u/u(z=0), w/w(z=h/2)
) |

e ' | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Fig. 7 : Variations des profils des vitesses ercfiom de I'indice de m pour un modéle en loi
de puissance. Les profils antisymétriques corred@ainaux profils verticaux et les profils
symétriques correspondent aux profils radidumél, m=2 etd m=3)

5 Théorie rigide / viscoplastique

La solution élastique et la solution visqueuseosept sur une hypothese forte selon
lagquelle la vitesse verticale (ou bien le déplaagnwertical) est une fonction de z et de t
seulement. Cela revient aussi a considérer quétdase radiale (ou le déplacement radial)
varie linéairement avec r. Cette hypothése esttétnent liée a I'équation de conservation de
la masse.
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En effet, en intégrant I'’équation locale de conaBon de la masse entre=-h/2 et
z=h/2 avec les conditions aux limitesu(z=Fh/2)=0, w(z=-h/2)=0 et
w(z =h/2)=dh/dt, on obtient :

dh@Q
dt dr

hi2
=0 avec Q= judz [93]
-h/2
D’autre part, en appliquant le principe de consgowade la masse a un volume du matériau
de rayon r et de profondeur variable h(t), nousbhs I'expression suivante (elle traduit
également la conservation de la masse) :
dh, 2Q _
dt ; =0 [ 94 ]
En comparant ( 93 ) a ( 94), on déduit que la smtutlu probleme doit impérativement
vérifier les deux équations suivantes :
dh,20_o o 99_0
dat r dr r
Ainsi, la solution la plus simple qui vérifie cegu@tions et la condition au limitgr =0)= 0
est celle ou la vitesse radial (ou le vecteur degteent radial) est une fonction linéaire de r,
c'est a dire :

[95]

u(r,zt) =ry(zt) [ 96 ]
En intégrant I'équation locale de conservation @enlasse, on montre aussi que la vitesse
verticale (ou le déplacement vertical) est une tionade z et de t seulement, soit :
w(r,z,t) = w(zt) = —2j W(zt)dz [97 ]

Cette forme de la solution est convenable pourddate Newtonien (Stefan 1874), méme en
tenant compte de l'inertie (Jackson 1962, Kusm& E&i'autres), pour le modele purement
élastique de Hooke et pour plusieurs d'autres resdeéilscoélastiques, tels que le modele
d'Oldroyd (Phan-Thien and Walsh, 1984), le modeieseécond ordre (Brindley et al 1975),

modéle de Maxwell (Phan-Thien and Tanner 1982, eéteal 1983), etc. De plus, elle reste
approximativement valable (lorsque<<R), pour le modele en loi de puissance (Scott
1931). Il est par conséquent nécessaire d'exarogttr forme de la solution dans le cas d'un
matériau rigide / viscoplastique (modele d'Hersdhdkley).

Contrairement aux modéles précédents, il appaeais @¢e cas que la forme de la solution
recherchée n'est pas la vraie solution du probl@&@anmoins, des solutions asymptotiques
trés utiles peuvent étre obtenues vérifiant assea khypothése qu'il soit dans la région

externe ou dans la région interne.

5.1 Solution externe

Les équations du mouvement a considérer dans régfiten sont données par le modele
simplifié obtenu précédemment avec I'approximatienl’eau peu profonde (Eqgs. ( 74 ) et (
75) ). Pour plus de simplifications, on introd@s lvariables adimensionnelles suivantes :

r
(, ,ELP p)_[glilﬂlf_w,ﬁj ou V:—@ [98]
dt
En remplagant ainsi I’hypothese ( 96) dans les h?mma( 74 ) et ( 75), on obtient :

ong,y _ 2™ ., g, 0(d
= [(w sgr@)) sgr(w)} A { 7120 da(w] z}sgr(w)
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[99]
~ E | A (/7 ~/ A
=—|z-4—|s +eT(r,t 100
p 2{ (p’} any’) (r,t) [ ]
ou ' =ag 10z et MN(F,t) estune fonction arbitraire deet .
Odest le nombre d'Oldroyd définit, comme suit :
n
od :E(Ej (101 ]
K\V

Il apparait d'aprés I'équation ( 99) que la forngela solution recherchée n'est pas la vraie
solution du probléme. Mais en se limitant au casQuis? << 2", on remarque que le
deuxieme terme du deuxieme membre de I'équatid@) p8ut étre négligé. Ce cas coincide
avec le modeéle visqueux étudié précédemment. Scqare Od&? >>2™2 (écoulement a

trés faibles vitesses), c'est le premier termeeaiixi@dme membre qui peut étre négligé.
C'est cette derniére situation qui nous intéreass dette étude. Ainsi, les équations ( 99) et (
100) se simplifient, comme suite :

ﬂ ﬂi ﬂ - 7= 7!

640/ +12¢// e [lf/’} z=At) sgny’) [ 102 ]
N _E|s U A E B.(t)

P __Zr{Z 4—47/} sgny )+_2fA(t)+—s [ 103 ]

ou A(t) et B,(t) sont des fonctions arbitraires de t.
Avec les conditions aux limiteg =0 a Z = ¥1 (conditions d'adhérence a la paroi), I'équation

( 102) peut étre résolue, on trouve :
12

0 =dut)A-sgn2)2)’ avec p= i 3 et Alt)=1 [ 104 ]
ou J,(t) est une fonction arbitraire de t, c’est la valemaximale dey correspondante a
z=0.
Notons que le profil de vitesse radial représerdé Igquation ( 104) ne vérifie pas la
condition’ = 0& 2= 0, ce qui rond d'ailleurs ce profil un profil deegse externe qui peut

étre valable uniqguement au dehors des deux axegwétrie de I'échantillon.

Le profil de vitesse vertical est obtenu en intégi@&quation ( 104) avec les conditions aux
limites Ww=0a z=-1et(=-1a 2=1 et en assurant la continuité du profilza . 10
résulte :

%(1—2)“—1 si 220

v‘v:%v =1, [105 ]
—5(1—2)13+1 si 2<0
et la fonctiong,(t )aura pour expression :
4Z/eo(t)=’3+:L [ 106 ]

2&

D'autre part, on déduit d'apres I'équation ( 1Q®) lg¢ long des parois la pression est constante
ayant I'expression suivante :
Pp = Be(t) [ 107 ]
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La condition au bordp, =0 (ou p, -t =0)ar =r; entraineB,(t) = 0Qsoitd'apres la

ml3=F1
condition a la paroi ( 31),F =0. Ce résultat contredit évidemment la physique du
mouvement. Le remede est d'utiliser la conditipn= \/gs ar=r; etZ=%1 suggérée par

Adam et al (1993) pour les matériaux plastiquewvistoplastiques. Cette derniére condition
donne I'expression suivante de la force :

F=+3msr,? [ 108 ]

C'est-a-dire, a une constante prés, comme dansase du blocage des matériaux
viscoplastiques dans les tuyaux circulaires.

5.2 Solution interne

Nous supposons dans cette région (prés des desxdaxsymétrie de I'échantillon) que
le matériau est soumis a une forte élongation.doggraintes tangentielles peuvent étre alors
considérées tres faibles devant les contraintemales et par conséquent la composante
déviatrice du tenseur du taux des déformations aite\gtre faible devant les autres
composantes.

Avec I'hypothese ( 96) et en supposant que le sigre est partout positif ou nul, le gradient

de vitesse aura I'expression suivante :

. 2 ~/
p=nV_y 12+[2ffj avec f=f(at) =2 (109 ]
eV £ 7]
L'approximation consiste tout simplement a considque :
= —r f<<+/12 [110]

En remplagant I'hypothése ( 96) dans les équatipoizales du mouvement ( 59) tout en
négligeant l'inertie, il résulte suivant I'axe (Or)

AL ST LV fea-menetyrt gz Ol -{ar? 122
ror 0z 0z
[111]

Suivant l'axe (Oz), on obtient :

£ (12+f)3’20‘z’ < _@2+&H)"y {(24(1 2n) + (L-3n)&?) 2 +8(1- n)‘za‘;z}+

{(24+52)g trgp2df }
0z

[ 112 ]
On retrouve le modéle de la solution externe loesfe> J12. En utilisant cette condition et

I'expression du profil de vitesse externe étabficedemment (Eqg. ( 104)), on peut déduire
maintenant le domaine de validité de la solutioleee, soit :

J3 RNEY:

F>>""¢g , 1-2<< 3 et Od g2 >> 22 [113]
£

Si V2"?2 0d™V? << £<<+/33/3, la solution externe peut &tre considérée valalaies
pratiguement tout le domaine du fluide.
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A l'ordre de ©(&?) les équations ( 111) et ( 112) se simplifient égent et d'une
maniére plus significative. En effet, dans ce casr@marque que la forme de la solution
recherchée est convenable méme en tenant compaevideosité, d'ailleurs méme de l'inertie
(négligée dans ce travail). Mais pour simplifieous considérons comme précédemment, le
cas des écoulements a trés faibles vitesses (oue8groches du plateau plastique, c’est-a-
dire Od>>¢"). Dans ce cas les composantes du déviateur deuermes contraintes

s'écrivent, comme sulit :

belo_ 2y - o & [114]

s s J12+82 s 12482
Ainsi, & l'ordre de®(&? )es équations ( 111) et ( 112) deviennent respauint :
iAa—':':za—‘i—fz [115]
6r or 0z
2
p= N
ou r(r,t) est une fonction inconnue de r et de t.
D'aprés I'équation ( 115) il apparait que :
100 _
6F oF

(6e2n@) + 272 £2 +n(e.1)) (116]

-4a? [117 ]

et

of
2— - f? =-4a° [ 118 ]
0z
ou a est une constante ou une fonction du temps seateme
Avec la conditionf =0 a z=0 cette derniére équation peut étre intégrée, aprtt

f =2atanhta2) [ 119 ]
On remarque quéd varie entre 0 eRa lorsquez varie entre 0 et l'infini.

Il possible maintenant d'examiner le domaine de ¥élide la solution interne. D'apres
I'nypothese ( 110) et I'expression de la fonctidnil apparait immédiatement que la solution

est valable, comme prévue, pres de I'axe de syem@tri0 (f << (\/5 /2a)¢) et au voisinage

de 'axe de symétrié = .(Donc, sie >>2+/3a/3, la solution interne peut étre considérée

valable dans tout le domaine de I'écoulement.
Compte tenu de la définition de la fonction f,d@éduit par intégration I'expression de:

@ = i [1-tant?(a2)) [120 ]
ou ¢, est la valeur maximale d# correspondante 2= ,@'est une fonction du temps a ce

stade inconnue.
La fonction ¢ qui donne le profil radial de vitesse varie comtaefonction tangente

hyperbolique. Sa valeur maximalg () correspond & = Ppuis elle tend vers zéro lorsque
Z — Foo . Par conséquent, la condition d'adhérence a lai pér=0 a Z = ¥1) ne peut étre
vérifiée qu'a un pourcentage pres.
Pour cela, commencant d'abord par le calcul deitesse verticale. Il vient en intégrant
I'équation ( 120) avec la condition= 20z = -1:
tanh@?) + tanh@) . 1 ln(l—tanh@i) 1—tanh@)ﬂ

a 2a | 1l+tanh@z)1+tanh@)

W= —gjwdz= &P Z+1+
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[ 121 ]
Avec la conditionw = -1 a Z =1 la fonction ¢, aura pour expression :
-1
By = A(a) ol Aa)=|2+ tanh@) +£In 1-tanh@) - 2a [122]
£ 2a a (1l+tanh@) tanh@)

Il reste maintenant & évaluer la valeur de la corieta.

e Considérons d'abord le probleme avec glissemknparoi. On remargue compte tenu de
I'approximation ( 110) que la contrainte tangefdiel la paroi varie linéairement avec r,
comme suit :

&qz\/ﬁ atanh@) .
S 3 £
D'autre part la vitesse du glissement a la paroievagalement linéairement avec r, soit

d'aprés les résultats précédents :
ug _ A(a)(l—tanhz(a))
Vv £

En comparant ces deux derniéres équations a ldulailissement ( 10), on déduit que la

valeur dea peut étre déterminée en résolvant numeériquemeingrg la valeur de la quantité
as/V , 'équation suivante :

@A(a)(l—tanhz(a)) =4as ou bien a=atan L [ 125 ]
2  atanh@) i \/ (as/V)++/3

L'approximation ( 110) donne d'apres les équatioh&4) les composantes des contraintes
suivantes :
PR

s s 3 “ 3
Ainsi, avec la condition au borg-t, =0 ar =f; et Z =71, il résulte d'apres les équations

(116) et (117) :

[123]

r [ 124 ]

t

N

~—+

e _tp _V3 __2\3/5’ o T (126 ]
£

(l)|

2
%—% _8a°( \éfz”hz(a)) L-72)+3 (127 ]
On déduit d'aprés la condition a la paroi () I'egsion de la force, soit :
F _4a°(3-2tant’(a)) o3
msr? J3e?
Cette derniere expression peut étre supposée galalbec ou sans glissement a la paroi, mais
seulement sRy/3a/3<< g << Od*'".

[ 128 ]

e Supposons maintenant qu’il y a un contact quadingeflant entre les plateaux de
I’échantillon. Pour évaluer dans ce cas la valeuladconstanta, nous avons choisi d'ajuster
le profil de vitesse vertical externe (Eq. ( 108)) profil de vitesse interne (Eqg.( 121)).
D'abord on fixe une valeur d& arbitraire. Avec cette valeur on calcul d’une parguantité
&g, d'apres I'équation ( 122), d'autre part les eiéssinternes (Eq.( 121)) et les vitesses
externes (Eq.( 105)) et cela pour plusieurs valleuz . Nos recommencons ensuite le calcul

pour d'autres valeurs de jusqu'a avoir un meilleur accord entre les deuwfilsrde vitesses.
Le résultat du calcul est représenté sur la figurévec a= 6, 674 on remarque un bon

accord (I'écart maximum est de 2.8%) entres latisolexterne est la solution interne. La
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quantité A(a) aura ainsi pour valeur 3.337 (au lieu de 4.291sdanrégion externe), soit
g, = 3.337/ . Le profil radial de vitesse devient d’apres I'égan ( 120) et ces derniers
résultats, comme suit :
r R A
EUZI) L 33377 (1- tant? (66742) (129 ]

La forme de ce profil de vitesse peut étre compadaitativement a celui du profil de
déplacement obtenu expérimentalement par Adams |ef{1897) avec un modele
viscoplastique § =15MPa, n = 034 et K = 039 MPas™ ) dans un essai & volume constant
et a vitesse constant¥ € 0.083mmv/ s). En effet, la photographie du champ de déplacémen
présentée par les auteurs paur 0.2 (h=214mm et r; = 71mm) donne la méme allure des

courbes notamment au voisinage de l'axe de sym2tri® ou la solution interne peut étre
valable pour cette valeur de et la valeur déduite du nombre d'Oldroydd= 0. 067

De méme, lallure du profil peut étre comparée duicele la solution numérique de
Tasamopoulos (2000), mais toujours pdauttrés petit (cf. figure 9). L'auteur considére le
probleme de compression cisaillante a rayon cohsilasuppose que les deux plateaux sont
mobiles avec des vitesses constantesle sens opposées. Il définit le nomlarecomme le
rapporth/2R et le nombre d'Oldroyd comme étant le nombr8idgham. Ainsi, la solution
de Tasamopoulos (2000) se déduit a partir de rsofitgion en prenan2V et 2¢ en place
de V et 2¢, respectivement. Malheureusement, il est imptessib faire une comparaison

stricte entre les deux solutions car les deux g@robs sont finalement différents.
Tasamopoulos considere le cas des écoulements teeses relativement importantes. En
effet, avec la valeur maximale du nombre d'Oldrgyide par l'auteur (égale a 1000), on
remarque quee doit étre 005<< << 220u 38<<&e<< 500 (respectivement pour la
solution externe et la solution interne) pour que olutions asymptotiques (proches du
plateau plastique) soient valables dans tout leailoendu fluide. Or, les valeurs @e prises
par l'auteur dépassent ces limites= ,0f. figure 9). Néanmoins, en se limitant a
I << 026 ¢ (soit F << 0.026pour la valeur des prise par l'auteur) la solution interne est
supposée également méme pour des matériaux aviectsité. C'est la raison qu'on obtient
(figure 9 avecr = 0. 01564valeur qui n'est trés faible) qualitativementni@me allure des
courbes et I'écart peut étre expliqué par le fa#é g domaine du calcul numérique sort du
domaine de validité de nos solutions asymptotiqiegons que le meilleur accord entre la
solution numérique et la solution interne est obtamec une valeur de égale a 2.9 au lieu
de 6.674.

Remarquons aussi d'aprés la figure 7 que les prafl vitesse radial et vertical restent
respectivement symétrique et antisymétrique papadpa l'axez = ( mais leur forme est
différente par rapport au cas visqueux. Ici, oniestitau voisinage de la paroz 0. @u
z>-0.5) une zone a tres faible vitesse (les vitesses qaatiment nulles). C'est comme si
cette région était rigide, mais elle n'est pasmedt. Il donc trés probable que les zones
rigides obtenues par les solutions numeériques detli@a and Phan-Thien (1984),
Tasamopoulos (2000) et Matsoukas and Mitsoulis 320@ sont pas finalement des vraies
zones rigides, mais des zones a trés faible gradeenitesse.
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2z/h

T u/u(z=0), wiw(z=h/2)
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Fig. 8 : Profils des vitesses dans les régiongrietet externes : les courbes en ligne continue
représentent la solution interne et les courbes aymboles représentent la solution externe.
Les profils antisymétriques correspondent aux [woferticaux et les profils symétriques
correspondent aux profils radiaux.
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Fig. 9: Comparaison entre les résultats numérigi&myrnaios, 2001) et la solution
analytique obtenue dans ce travail sur la viteas@ale § =0.01564, € = 0.1, Od =1000,
n=1). La courbe le symbole « O » représente la saiutiamérique, la courbe sans symbole
représente la solution interne avac6, 67t la courbe le symbole % » représente la
solution interne avea =2, 9



