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[.1 Théorie de I'eau peu profonde

Le traitement théorique des écoulements a surface libre des fluides complexes, analytique
ou numérique, est trés rare dans la littérature. Mais il existe (voir les chapitres précédents) un
certain nombre d’études sur les écoulements a surface libre avec un modéle Newtonien,
motivé par des raisons scientifiques et techniques. Néanmoins, depuis quelques années les
efforts de quelques équipes (Johnson et al, Takahashi et al, Coussot et al, O’Brien et al, Liu et
al, Huang et al, Piau et al, Arattano et al...) ont permis de progresser dans cette voie. Une
préoccupation est de savoir dans quelles conditions les modeles classiques basés sur
I’hypothése d’eau peu profonde peuvent étre appliqués aux écoulements de laves torrentielles.
A notre connaissance, a l’exception de Piau (1996), les chercheurs se sont contentés
d’appliquer les approximations de I’hydraulique classique (qui suppose une répartition de
pression hydrostatique), et traite les écoulements variés dans 1’approximation locale du
frottement uniforme. On peut également distinguer parmi les théories :

*  Ceux qui utilisent des modeles viscoplastiques : Johnson (1970), O’brien (1986), Liu &
Mei (1989-1990), Van Kessel & Kranenburg (1996), Huang & Garcia (1997) en utilisant
le modele de Bingham, et Coussot (1994), Laigle & Coussot (1997), Coussot & al (1996),
Piau (1996), Huang & Garcia (1998) en utilisant le modéle d’Herschel-Bulkley.

* Ceux qui utilisent le modele de Bagnold (s'appliquent aux laves torrentielles granulaires) :
Takahashi (1980-1991).

* Et ceux qui utilisent des modeles qui combinent différentes dissipations, frottement solide,
comportement Newtonien ou autres et turbulence (concernent les laves torrentielles peu
visqueuses ou la turbulence joue un role essentiel) : O’Brien et Julien 1993.

Avant d'étudier le cas général avec un fluide viscoplastique, nous considerons dans cette
partie le cas d'un fluide en loi de puissance. Ce modéle reste également valable dans le cas
d'un fluide viscoplastique, mais seulement aux forts gradients de vitesse. Aux faibles gradient
de vitesse, on peut s'attendre aux effets du seuil de contrainte qui fera l'objet du chapitre qui
suivra.

Ainsi, 1'équation de base a considérer ici est celle du modele de Saint Venant qui exprime

'équilibre entre les forces de pesanteur, de frottement et d'inertie et qui reste également
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valable dans l'approximation de l'eau peu profonde avec un terme de frottement de type

laminaire en rapport avec la loi de puissance :
U,+BUU  + gcos(@ )h, = glsin@ )- J)+ 0 (?) (1)

Les autres parametres de cette équation sont déja définis dans le chapitre sur le probléme de
rupture de barrage avec un fluide Newtonien.
D'autre part, 'équation de conservation de la masse s'exprime pour un canal rectangulaire :

h+Uh +hU =0 )

Il convient de rajouter a ces deux €quations les relations générales qui lient les différentielles
locales aux dérivées partielles :

dU = U dx+ U dt 3)

1.1.1 Evaluation de la pente de frottement J

L'écoulement est supposé¢ laminaire et on considére ici que le glissement est nul. On
suppose ¢également que la profondeur du fluide varie progressivement de telle sorte que la
contrainte tangentielle moyenne a la paroi dans une section quelconque égale a la contrainte a
la paroi de l'écoulement uniforme ayant les mémes valeurs du débit et de la hauteur
(approximation locale du frottement de 1’hydraulique classique). Ainsi, voir chapitre sur
I'écoulement uniforme, pour un modele en loi de puissance, J peut étre représentée par la

formule suivante :

kBl
J= 2pga (n)HDHnH HU (4)

Pour une section rectangulaire large (D, = 4h),ona:

1 n
- 22n+3 2 — 5
0 (=200 )
On vérifie dans ce cas que :
n n-1
PRI . ©

PgD n D H hn+1 H
Lorsque 7 = 1, on retrouve bien le cas Newtonien déja traité précédement.
[.2 Théorie visqueuse

Aux temps grands, les phénomenes visqueux deviennent prédominants devant l'inertie et le

premier terme de I'équation du mouvement (1) disparait. Il résulte dans le cas horizontal que :
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dh
J: -

En introduisant 1’équation (7) dans I'équation (6) et compte tenu de l'équation de continuité,

on aboutit a une équation fortement non-linéaire en fonction de h seulement, soit :

o, 1 fpem 71 80 HHHD : o

0t m+ 202k 0m+ 1] deH dx HD

On retrouve bien le cas Newtonien (traité dans le chapitre précédent) lorsque m=1. Notons

¢galement que cette équation admet une solution a variables séparées qui ne vérifie pas les
conditions aux limites du probléme. Nous retenons alors seulement les solutions semblables.
Pour commencer, nous considérons le cas d'un réservoir infiniment long, puis le cas d'un
réservoir limité.

[.2.1 Réservoir infiniment long

Prenons 1I’exemple d’un fluide placé dans un réservoir de trés grande dimension, de telle
sorte que loin du barrage le fluide puisse €tre considéré au repos a la profondeur H. Et afin de
simplifier I’équation du mouvement (8), on introduit les variables réduites suivantes, qui ne
font pas apparaitre la longueur du réservoir L :

oz 7)= 0 2 L0 o 7s (m+2)H2(m HH k H ©)
1H' H' TG m 0 CpgH

Le signe ~ représente les variables adimensionnelles. En remplagant, 1’équation (8) devient :

oh 9 W 9 g2t
—t —DE Hl’l " HE 0=0 (10)
dr dx g 00 g

Comme dans le cas Newtonien, nous chercherons des solutions affines de la forme suivante :

L% 7) = H = X H
h(x,7) XIHU G (11)

Les fonctions X, (1) et X () peuvent étre obtenues par substitution directe dans I'équation

du mouvement (10), il résulte :

-~ ~ L

X ()= cf(m)(t - cl)m+1 (12)
ou ¢ et ¢,(m) sont des constantes. La premiére est nulle si nous faisons abstraction de

I'histoire inertielle de 1'écoulement (Re petit). Tandis que la deuxiéme peut étre déterminée a

partir de I'équation différentielle suivante
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di dg w8 01 ol dX
EHE dn i ﬁ%ﬁ @mucf(m) @" a (1)

Si on fixe ¢, = 1, on devrait alors remplacer X,(Z), intervenant dans la définition de la

variable /1 , par une fonction X.(7) qui doit varier comme X, (1), soit %, (f)= (tN - El)”(m”). 1l
est possible donc de résoudre 1’équation (13) avec pour conditions aux limites

X\ - ©)=0; X,(0 » -w)=1 (14)
Et de déduire ensuite C,(m) qui correspond a X,(c,(m))= 0. Mais ici encore la solution
analytique n’est pas évidente. Néanmoins, on peut trouver une solution approchée a l'aide de

développements en série autour de 1 = 1. Pour cela, il est avantageux d’exprimer 1’équation

(13) comme suit :

ﬂHMlgz +1 dz_f+ %%HZE.} %- %: 0 15
Edp g(m V" ap A Pap dp (>
ou
Someim 1 gL 2 Twa
- = m . = - 16
=GRS At s e 09

avec f(0)= 0. En utilisant le développement de Taylor aux voisinage de p=0 en commengant
par un terme proportionnel a P, et aprés substitution et identification terme a terme les

puissances de p, on obtient :

1 1H 5m+ 3- 5m’ 1 H109m° + 45m* - 70m" - 48m - 18
f(p)= p- 23—+1P2+ EE EP3+ ﬂ@ EP4+
Gm+1) H(5m+ 2)(3m+ 1)* 0 B Gm+ 1)’Gm+ 2)(Tm+3) 1

(17)
Le premier terme de cette série montre qu'au voisinage du front, i. ¢ X - X, la hauteur varie

m/(2m+1)

comme (x, - x) . Notons que I’équation (17) est une approximation raisonnable du

profil de la surface libre, mais elle nécessite de connaitre la valeur de ¢,(m) . Pour cela, nous

avons résolu numériquement I'équation différentielle (13). Le procédé de calcul est identique

au cas particulier étudié dans le chapitre avec un modele Newtonien (m=1). Ici encore, il est

possible de définir une position arriére critique X = X,(7) telle que h soit égal a 0.99H :

1

X, = -Eb(m)(7- El(m))m+1 pour h = 99% (18)
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Les fonctions /,(m), C,(m) et ¢,(m) sont calculées numériquement. Les données ont 6té

calées par la méthode des moindres carrées sur les lois suivantes :

hNd(m) = £+ _ 0135 erreur < 0.02% (19)
3 0265+m

~ 2 1 +1.492

c,(m) = §+ 3.135m 5 ) erreur < 1.1% (20)

~ 1 944

¢ (m)= —+ _ 0944 erreur < 0.4% (1)

3 (m+ 0.548)"%

ou h ,(m) = h,/H = X (0) estla profondeur de I'écoulement a X = 0. Notons que le premier
terme de chaque formule représente la solution du probleme lorsque 7 » © .

La fonction X,(7) qui donne le profil de I'écoulement, est représentée sur la figure 1, cela
pour trois valeurs de m (2, § et ). Pour m grand une discontinuité de la pente de la surface
libre apparait a X = X, (7). Remarquons également que 'augmentation du parameétre m tend a
diminuer la concavité du profil de la surface libre. Enfin, notons que 1'approximation du profil

de la surface libre représentée par 1’équation (17) donne des résultats meilleurs que 4%, cela

évidemment dans le domaine \XbaX‘,-J .

1.0
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02

00 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
45 40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 1.0
Figure 1 : Forme du profil d’écoulement en fonction de I'indice de Rhéofluidification, modele
d’Ostwald), premier régime visqueux, fond horizontal
m=2 - m=8 e m =00
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Réservoir fini

Comme dans le cas Newtonien, un changement du régime d'écoulement peut apparaitre
lorsqu'on commence a sentir une variation notable de la profondeur du fluide a I'extrémité
amont du réservoir. Il est plus convenable dans ce cas de remplacer les variables

adimensionnelles (équation 9) par :

m+ 1

(5 0)= DL 2 LR i T= (me 2)H2(’"+1)HH HHLH (22)
0H L T[ m pgH ] 0H [

dont on fait apparaitre I’influence de la longueur initiale du réservoir. Le signe * indique les

parametres adimensionnels de ce régime d'écoulement. Ainsi, 'équation (8), se réécrit :

L 0 2m+2 A0
oh, dDH d%h’”%%ﬂzo (23)
0t dxﬁ H

Il convient également d’associer cette équation a 1’équation qui traduit la conservation au

cours du temps de la quantité initiale du fluide, soit :
o
f h(%,0)d% = 1 (24)
1

Pour la résolution, nous chercherons, comme dans le cas Newtonien, des solutions affines de

la forme :
h(x,f)= h(x= -1,))X Hri AL ] (25)
X

ou la variable T est définie dans ce cas dans l'intervalle [0,1]. Les fonctions fff(f),

};(fc = -1,/) et X,(1) sont obtenues par substitution directe dans les deux équations (23) et

(24), il résulte :

5 [7) = e mfi+ & -1 (26)
S 1
S TGN @n
avee
1(3m+ 2) 0 20m+ 1y £ 28
" jX(n)dn, m* Ja(m )””%m(zmu)% 0 -

A

ou ¢, est une constante d'intégration, elle est nulle si nous négligeons I'histoire de
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l'écoulement. Les constantes a(m) et ¢ (M) peuvent étre déterminées a partir de 1'équation

différentielle suivante:

_gm@mi DE d ofdgoemegl' X, |
szn)ZE i HH i ﬁ% AR T (29)

Compte tenu des conditions aux limites : X,(0) = 1 et dX,/d) = 0 an = 0, on obtient :

m

X, Eln% (30)

La fonction X,(7) qui donne le profil de 1'écoulement, est représentée sur la figure 2, cela

pour quatre valeurs de m (2, 3, 8 et o). Pour T donné, X,(1) diminue donc avec

I’augmentation de m.
1.0
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Figure 2 : Forme du profil d’écoulement en fonction de I'indice de Rhéofluidification, modele
d’Ostwald), deuxiéme régime visqueux, fond horizontal
m= 2 _________ m= 3 -------------------- m = 8 et m = 00

Par commodité d’utilisation, nous proposons pour calculer a(m) I’expression approchée

suivante :
2 0.297

a(m)x —+ ———— erreur < 0.13% 31
3 m+0.705

Le lecteur peut vérifier que ces relations ne sont valable que si f?f(f )> (1‘ a(m))/ a(m) .



Rupture de barrage en régime laminaire : fluides en loi de puissance

Sinon, a I’amont, on obtient des profondeurs supérieures a H contredisant ainsi la physique de
'écoulement. Il faut naturellement considérer aux temps petits notre premiere analyse, 1. €
supposer que le réservoir est infiniment long.

D’autre part, en cherchant & quelle condition la dérivée de / par rapport 7 est nulle, on

aboutit aux résultats suivants :

Pour une station située en aval du barrage, la hauteur maximale hmax(fc) est donnée par :

m

i 2mt 1T 1 (1]

A ¥
CIE BN IR} B4 (32)
03m+ 20 [03m+ 20 a(m)
Cette hauteur est atteinte a un temps fmax()?) tel que :
m(3m+ 2)
A a 1 20 mro, w2 oA
wlf)7 e [+ 72 - &ym) 63)
¢ (m)y™ " 02m+ 11
dont la position du front correspondante est :
A 3m+ 2 " R 34
X, (f +1)= H H x+1 (34)
(f(max) ) D2M+1D ( )

[.3 Etude de la transition Inertie/Visqueux

Comme dans le cas Newtonien, pour un fluide en loi de puissance et en supposant que le
glissement est nul, 1'écoulement dans sa phase initiale dépend d'un nombre adimensionnel

définit comme étant le nombre de Reynolds :

Re, - pH"(J]‘f_H) K (35)

Si Ren est trés grand (ou plus correctement si le temps réduit 's ' est trés inférieur devant

Ren), le régime est inertiel et la solution de Ritter peut étre appliquée. Si au contraire
t">> Re,,, le régime d'écoulement est visqueux et la solution établie dans ce cadre peut étre

une approximation raisonnable. Cependant, une forte transition devrait exister lorsque 7~ est
de l'ordre de grandeur que Ren. Nous proposons ici I'é¢tude de cette transition en faisant
abstraction de la tension superficielle et du glissement.

Comme dans le cas Newtonien, on définit un point particulier x = { (). En aval de { (?),
région supérieure, on suppose que les effets du frottement visqueux sont minimes, mais non
négligeables. En amont de 0 (), région frontale, on considére que les effets d'inertie sont

négligeables.
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[.3.1 Etude de la région supérieure

Compte tenu des hypothéses réalisées, la pente de frottement varie dans ce cas comme

U"/h™". Pour trouver une solution approximative dans cette région, nous développerons la

méme stratégie que dans le cas Newtonien. Ainsi, I'équation dynamique se réécrit en fonction

du couple (C*, U"), comme suit :

0U", U e 0C

1 H1+ ont U™
0t dx dx Re,0 n [ C

w2(nt 1) (36)

Notons que 1'équation de conservation de la masse (2) reste toujours valable. Pour simplifier

les écritures, on introduit la variable T :

g .
-H”l EEReHE &7

En supposant, comme dans le cas Newtonien, qu'on peut faire un développement de U~ et C”

en puissance de paramétre T . En substituant dans les équations du mouvement, et en

identifiant ensuite terme a terme, il résulte a 'ordre O :

S 2 1
U()(n)_ Co 303 Co(n) 3,] (38)

. * * rar . . ’ .
ou la variable ) = ¢, - x /t a été introduite, ¢, est une constante d'intégration.

A l'ordre 1, on aboutit a :

2(n+1)cn s D ) l'D
Ui1) = == pdGn+ § B0 gt 0™ (39)
i=1
2 w07 = 7 0. 7
C - 0 2(nt1) —A + 3+ _B + 3D i o 3/2
()= g A 21@4 () ‘(")@”H o (40)
avec
12+ 4n 2 Ong B 12- 2i+ 4n
A = - ; D - Lh— - j+t H)i——; B xt— D 41
(= -2 D) H3HH|'|( j )H L = 22 e

Si la vitesse d'onde négative égale a la valeur de Ritter, i. e =- \JgH (1 = 3), il vient ¢, = 2

et

2”_9‘/5 EA(n) } Z] Bi(n)S’E (42)

¢(n)= -

La variable /1 est définie dans l'intervalle ]0,3]
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Remarque

Comme dans le cas Newtonien, ces approximations trouvent des limites d'application au
voisinage du front. En effet, la profondeur du fluide devrait étre nulle a l'abscisse du front
d'onde. D’autre part, le frottement pariétal est inversement proportionnel a 4"*' (équation (6)).
Par conséquent, le frottement visqueux dans cette région est grand pour que I’approximation
introduite dans la région supérieure soit valable. Une solution cependant existe qui revient a
traiter cette région frontale s€parément en supposant que le terme visqueux y domine tous les
autres termes d'inertie.

D’autre part, il est simple de vérifier que ces approximations ne peuvent étre vraies que si
la condition au bord amont du réservoir n'intervient pas. C’est-a-dire avant que 1'onde

inertielle de Ritter n'atteigne cette extrémité amont de 1'écoulement, soit :

o LpteangL

43
Re,0 n 0 H (43)

Postérieurement, si on ne néglige pas I’inertie, le probléme devient assez difficile a résoudre
analytiquement aussi bien que numériquement.
[.3.2 Etude de la région frontale

Nous supposons ici que les grands termes

AC 1 H1+2n U
N 20 1)

dx Re,0 n 0 C

2C

intervenant dans 1’équation (36) sont égaux. Donc on néglige dans la région frontale tous les

termes d'inertie. A Iordre 0 (U (x ,) = U;-(l*)), ona:

L
D2n+4

U (- 20 (44)
g - ' A

C(x,t):Du

A ReH

H1+ 2n
0 n

«2nt 4

On suppose alors que U~ et C peuvent étre exprimés en puissance de (x;. -x) oule

mieux, si on veut garder les mémes normalisations que l'analyse précédente, en série de
(1 -1,) oull, représente I'abscisse du front d'onde en variable /1 . On obtient a l'ordre 1 :

n 1 dU;-(T)
n+t3U() dr

UL ) =000 U+ SURY LR (45)
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1

1 [ 2 D2n+4
C'(x',f) = (n+2)2"*4EU(r)r(n N )t pY U@’ f()z(n D0 (46

avec U f*(T ) = dx; /dt" .1l reste maintenant a évaluer U f*(T ), i. e la vitesse du front d'onde.

[.3.3 Evaluation de la vitesse du front

Pour cela, on suppose que la transition entre la région supérieure et la région frontale est
négligeable. En plus, en tenant compte uniquement des premiers termes dans les équations
(45) et (46), il vient :

U= U Q1) U+ e @7)

1

Ur@)'t@-n,)+ ]m (48)

1
* * * P
C(x,t)=z(nt?2)m4
¥ *
Désignons H, et U, , en variables réduites, comme la profondeur et la vitesse moyenne a
x = { (). Pour évaluer ces paramétres, on considére qu’on est dans ce cas lorsque dans la

région supérieure U /dn = 0, qui semble correspondre a l'abscisse a partir de laquelle
l'approximation de la région supérieure devient inexacte, il résulte :

270 s 1
r= %W%’h
3 H 2(n+ 1) A(n)+ z B.(n)(i-2(n+t 1))'75 H 1’7( ()

Pour chaque valeur 7, (entre 0 et 3), on peut calculer T et on déduit ensuite, en remplagant

dans les formules de la région supérieure, les valeurs U, et H, correspondantes. En

remplacant dans (50), on déduit 1'abscisse du front d'onde, soit :

*2nt 4

JEY - (50)
T U )

Il vient pour T petit :

1
H2n+ 3HD(n+ D@+ n)2" Ez””
Dn+1DD (4n+7)

1

U;(T) = 2- )y, (myu > avec y,(n)=

(1)

qui a la méme structure que la relation établie par Piau en utilisant une autre stratégie (voir
Ayadi 1996). Le premier terme représente la solution inertielle de Ritter, et le second terme
représente I’influence de petites perturbations visqueuses dans un écoulement principalement

inertiel. Ce deuxiéme terme varie comme ¢'/>"*3 .



Rupture de barrage en régime laminaire : fluides en loi de puissance

On obtient aussi dans ce cas :

1

! O(n+ D)3+ n)2" 023

=Y. 123 gvec Y.(n)=3 (52)
r]( ( ) 1 1( ) H (4n+ 7) E
et
! 2
; 2043 19n+2n°+6
Clt)|=¥Y 123 gyec V. ()= ——-—— VW (n 5
(r)= v, O e mreidl0) (53)
On déduit :
[)evs 0
*[ :qJ T2n+3 avec li :LlJ 1_2— 54
f]f 3 3 IE (n+2)2nq,1% ( )
On propose pour T relativement grand les formules approchées suivantes :
1 1
r](([): WIEI-OZ’/IT 2n+3%’2n+3 (55)
et
gt
,7 ;(T ) =Y 3%1 - 0.3611’10'381[ 2n+3 H’ 2n+3 (56)

Ainsi, le probleme est totalement défini. Il est possible donc de tracer séparément la région
frontale et la région supérieure, et raccorder tout simplement les deux a partir de leur point

d'intersection.
.4 Solution approchée globale

Comme dans le cas Newtonien, nous proposons ici une solution approchée globale qui
regroupe les différents régimes d'écoulement étudiés précédemment. Nous commengons par

évaluer les transitions résultantes. Nous espérons pour cela réduire au maximum 1’écart en
assurant la continuité de X, le long de I'écoulement.
Passage au premier régime visqueux

Comme dans le cas Newtonien, nous supposons que le passage au régime visqueux se
produit lorsque X; = 0. En remplacant dans l'équation (49) 1, = 2, on obtient le temps

1.(m) (ou en variable ~ ) au dela le régime d'écoulement peut étre considéré comme

visqueux. D'aprés l'approximation représentée par 1'équation (52), on est aussi dans ce cas

lorsque :
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.02
gt

L'abscisse du front lors du passage (noté X, en variable *) est obtenue en remplagant dans
I'équation (56) T = T _(m). Par continuité de la fonction X, , on détermine ensuite la constante

¢, intervenant dans I’équation (12), soit :

&(m,Re) = i,,(m,Re)- (58)

Passage au deuxiéme régime visqueux
Cette transition peut étre évaluée de deux manicres différentes ; soit en supposant que le
passage coincide avec X, = -1, ou en supposant que la transition se produit lorsque le

deuxieme régime visqueux devient valable. Notons que les deux donnent des résultats tres

proches. En désignant ainsi X,,(m) comme l'abscisse du front lors du passage (en variable %)

et 7,(m,Re) le temps correspondant, il résulte compte tenu de la deuxiéme analyse (déduite &

partir de I’équation (27) :

2 1- a(m)
X m)s ———~
At (59)
En remplagant dans 1I’équation (12), on déduit :
A m+ 1
i.o(m,Re) = ¢(m,Re) + 1¥am )

H ¢, (m) H
et compte tenu de la continuité de la fonction X, , on détermine la constante ¢, intervenant

dans I’équation (26) :

U3, (m+ 107
H 51- (m) H

Remarquons que ce calcul suppose I'existence du premier régime visqueux, qui devrait étre

¢,(m,Re) = i ,(m,Re) - (61)

vraie lorsque :

(2+ m)l/m L
Re, < Re, *= T H (62)

Si Re,, > Re,, . . on définit la transition (X3, fc3) comme le point d’intersection de la courbe

globale calculée pour Re,, = Re, . avec la courbe du premier régime d'écoulement (équation
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(56)), calculée avec la vraie valeur de Re,, .

La forme globale de la solution approchée

Etant donné que les transitions sont maintenant évaluées, on peut annoncer notre solution
approchée. Les variables choisies sont de type * (€quation (22)). L'écoulement dépend donc
du nombre de Reynolds 'Re' et de I'indice de rhéofluidification 'm'. La solution est donc de la

forme suivante :

avece

2m-1

Re: le/m( ’gH)T H
k

L
Les expressions approchées de la solution est représentée précédement. La phase de
I’écoulement sans glissement et sans les effets de la tension superficielle est donc caractérisée.

On retrouve bien le cas Newtonien lorsque m =1 ou n=1
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