Influence de la rhéofluidification dans le probleme
de couche limite viscoplastique

Objectif du travail

Piau (2001) a établi la base théorique du probléemeouche limite viscoplastique lorsque le
niveau des contraintes est proche du plateau guest{écoulement a trés faibles vitesses).
L'auteur considere le modele d’écoulement de Binglead montre ainsi I'influence d’'un nombre
adimensionnel primordial, qui est le nombre d’Oldlo rapport des forces plastiques et forces
visqueux. Mais comme les fluides viscoplastiquedsréont souvent rhéofluidifiants, il est aussi
intéressant d’examiner, dans le probléme consitEséffets de ce comportement rhéologique.

Dans ce but, nous présenterons dans ce travahtportement du fluide en écoulement par le
modele d’Herschel-Bulkley avec un paramétre ers jplar rapport au modéle de Bingham qui
est l'indice de rhéofluidificationn. Avec ce modéle et la base théorique de Piau, maitsns le
probléme et nous dégagerons a la fois I'influenceambre d’Oldroyd et de l'indice

Dans ce rapport, nous présenterons que I'éh@wigue. La comparaison avec I'expérience
fera I'objet du rapport qui suivra.

2 Etude théorique
2.1 Modele de fluide adopté

Nous considérons les équations rhéologiques denpeiele modéle d’Herschel-Bulkley,
complété par le modéle d’élasticité linéaire de kéodinsi, en supposons que le mouvement
est isothermique et que le fluide est isochore,cdéenportement mécanique peut étre

représenté, comme suit :
YX==-pl+T (1)

T:{ZU(W)D si -T, >¢°

Avec

n(m)=ﬁ+}< (=4D, " et p=_E (2)

Comme le fluide est supposé isochare=(1/2), on a de plus tr(D) = tr(€) =0

Le critere de plasticité utilisé dans le modéle @dui de Von MisesX est le champ du
tenseur des contraintes de Cauchy e¢tant le déviateur du tenseur de contraibteg et 1
sont respectivement le tenseur des taux de déefrarmde tenseur de déformation linéaire et la

matrice unitaire. Les deux scalairfg = —(1/2) tr(T2 el D, =-1/2) tr(D2) sont les
deuxiémes invariants d& et D, respectivement et la fonction scala/iy(e,/—4D“ ) étant la

viscosité absolue. Cette derniére est définie anms parametres rhéologiques : le seuil de
contrainte s, la consistance du fluidié et I'indice de rhéofluidificationn. Enfin, les trois
scalairesk, v etp sont respectivement le module d’élasticité de Ypua coefficient de
Poisson et la pression.



2.2 Position du probleme et équations simplifi€ées du mouvement

Nous nous proposons d’étudier le mouvement d'uindl viscoplastique incompressible
dans un domaine indéfini, et dans lequel une plagfiment fine est maintenue fixe et le
fluide s’écoulant autour d’elle d’'un mouvement panent, le mouvement du fluide a l'infini
est un courant uniforme de viteddg paralléle a I'axe Ox (figure 1). On obtient uoipleme

équivalent si on considere que la plaque effecte tuanslation rectiligne et uniforme de
vitesseU, dans un fluide viscoplastique au repos a l'infiniest sous la premiere forme que

nous présenterons notre étude. Nous supposong dluéede ne glisse pas au contact avec les
parois, mais au contraire il adhere.

Le systéme d’'axe utilisé est représenté sur lardigl). L'origine O est prie le bord
d’attaque de I'objet. Nous supposons que la largeula plague b est assez importante pour
pouvoir simplifier le probléme et I'étudier en foukation 2D des équations du mouvement.
Nous supposons également qu'aucune force extériéagit sur le fluide et que ce dernier
obéit au modele rhéologique présenté précédemmé&nttre part, la symétrie de la géométrie
par rapport au plan xz entraine aussi la symé&ikédoulement par rapport a ce plan. Ainsi,
nous pouvons se limiter a étudier le probléme danglemi-plan et de déduire l'autre en
respectant la symétrie.

Compte tenu de la formulation mathématique deilaé comportement du fluide, nous
pouvons considérer I'existence dans la partie aenule la plaque de deux régions (région
interne et région externe) séparées par une suskwié Cette derniére obéit au critere de

plasticite de Von Mises, c’est-a-dire le long del@face seuil on §—-T,, =s.

Figure 1 : Définitions et systéme d’axe utilisé

« La région interne est située au voisinage imntédigala paroi. Ici, les contraintes a
I'intérieur de I'écoulement dépasse la valeur dulge-T,, > s? selon le critére adopte) et par

conséquent le fluide coule et les gradients dessétae sont pas nuls.
* La région externe est située loin de la paroieotnatériau est en déformation élastique.
Les composantes du tenselir existent dans cette région, mais elles respedtentitére



-T, < s?. Le tenseur sphérique @ (qui représente la pression) existe aussi, aisad@ans

cette région et dans la région interne.

Aux faibles vitesses d’écoulement, la surface Isegii sépare les deux régions,
représente des zones assez minces de raccordemreniaevitesse a I'infinV est la vitesse
nulle imposée par la condition d’adhérence a laip&ile peut étre désignée donc comme la
couche limite viscoplastique.

Le premier point de distinction entre la couchmitie visqueuse et la couche limite
viscoplastique est que dans la premiére le gradiemiression est obtenu avec la condition de
'écoulement irrotationnel a I'infini. Dans la cdue limite viscoplastique, I'expression du
gradient de pression est obtenue avec la conditeodéformation élastique du gel dans la
région externe. La continuité fait que le long deslirface seuil le gradient de pression, aussi
bien les vitesses et les composantes du tensegont identiques de part et d’autre des deux
régions.

Sur ces bases, nous présenterons dans cettenséatitormulation simplifiée des
équations de mouvement dans la région interne dissi dans la région externe. Nous
commencerons d’abord par la premiéere région et terasinerons par la deuxiéme.

2.2.1 Les équations simplifiees de Cauchy danslar  égion interne

L’hypothese principale consiste a supposer queitesses d’écoulement sont trés faibles
pour que I'épaisseur de la couche limdesoit trés petite devant la longueur de la plaque.
Nous donnerons ensuite une condition simple peamiette s’assurer de I'hypothese. De cette
facon, nous pouvons introduire le paraméfre d/a (ou a est la demi-longueur de la
plague) et de supposer que celui-ci est tres getiint 1. On se raméne alors a un probléme
de I'écoulement d’'un modele d’Herschel-Bulkley damslong domaine. C’est un probleme
qui a été déja traité par Piau en 1996, mais ipréssion doit étre normalisée avec la valeur
du seuil de contrainte au lieu de la contraintetieée. De plus, nous pouvons négliger dans
notre cas la gravité, c’est a dire I'influence adumbre de Froude.

Sans trop rentrer dans les détails de calculs, sigmslons que les équations de conservation
de la quantité de mouvement s’écrivent avec leamatres adimensionnels suivants :

vy R T)=(5 L v R VY B
a'ea'V'ev's a

suivant I'axe (Ox), comme suit :

- U U x°
RedY +0d Py :Ou J"u Yj +20d e[ X | [ =2 | Ixsgrluy)
dT ) , ) Y U « 2 y )

Y Y (4)
(i.e.,lestermes ty.y 55, %,y
et suivant I'axe (Oy) :
2V _ U.x
Ree”=—+0dPy =-20d &£ | — xsgr(UY)
dT ' Uy y ’ (5)

(i.e.,le terme t3yy.y )
ou sgr(U ,Y) est le signe de la dérivée partielleldiepar rapport &.



avec
V2—n ca n n
=L o og=se(o) (6)
K KLV
D’autre part, I'équation de conservation de lageasécrit, comme suit :
u,+v, =0 oubien U, +V, =0 (7)
Les conditions aux limites a vérifier a la pardile long de la surface seuil sont,
respectivement :
Y=0; Uu=Vv=0 pour X >0
8
Y=1: U=1V =0, ‘Rx‘:l (8)
Les termes intervenants dans I'équation [ 4 ]és@ntent successivement l'inertie, la
pression, la variation de la contrainte tangemtieisqueuse la variation de la contrainte

A%
normalet®x x et la variation de la contrainte tangentielle fitpge t°y,y . L'indice s indique

la contribution du terme plastique. Notons que tessermes d’ordré)(ez) ont été négligés

dans les équations du mouvement.

Notre étude vise les écoulements a trés faiblesses ou le nombre de Reynolds
tend vers 0. Il dans ce cas possible de négliger lies termes d’inertie intervenants dans les
éguations du mouvement. Nous avons également &péoifre étude au cas ddd =1 afin
de pouvoir équilibrer en grande partie la pressavec la contrainte visqueustgy. Les

variations des contraintes plastiques sont de éoidk £, mais elles ne doivent pas étre
négligées, autrement l'influence du seuil de contean’apparait dans les équations du
mouvement.

Dans ces conditions I'équation [ 5 ] peut étre l[Ganent intégrée. En dérivant ensuite le
résultat par rapport a X, on obtient I'expressiargcadient de pression interne, soit :

u
py=-2s (—XJ sgn(uy) + g (9)
u
,y ,X
ou g est une fonction inconnue de x.
En remplacant dans I'équation [ 4 ], il vient :

n-1 U'x U'X2
Oy = K(‘u,y‘ u'y) +2s9|—=| - F sgn(qy) (10)
Y

u
Y X Y Wy

Les deux équations [ 8 ] et [ 9 ] associées aubdign de conservation de la masse [ 7 ]
constituent le modéle simplifié de I'écoulement rd’dluide viscoplastique ayant un
comportement d’Herschel-Bulkley. Le modéle peut étalable dans la région interne, et
notamment dans la partie centrale de la plagugli3® les vitesses d’écoulement doivent étre
tres faibles et le nombr@d doit étre voisin de 1. Cette derniére conditiompet de déduire
I'ordre de grandeur de I'épaisseur de la couchédimsoit :

AL+
ol



La quantité (s/K)x(a/V)", qui sera désignée ultérieurement comme étantolmbre

d’Oldroyd (Od), doit avoir des valeurs assez granuir qued << a (ou bieng <<1). C’est
'une des conditions théoriques principale qui tevle domaine de validité de notre étude.
Notons enfin que le fait de négliger I'inertie Ipsopriétés physiques de I'écoulement
(gradient de pression, vitesses, fonction de caularsurface seuil) doivent avoir les mémes
valeurs de part et d’autre du centre de la plagest a dire doivent respecter la symétrie par
rapport a l'axef), cf. figure 1. Cela est d0 a l'invariance dedaices T, et D,, ainsi que la

géométrie de I'écoulement avec la transformatidmx,y) a (x-1y) . Dans le cas

Newtonien, ou élastique, la symétrie est tres bamue. Il en est de méme pour le modele de
Bingham (cf. Piau 2001) et c'est toujours exactdarcas présent avec le modéle d’Herschel-
Bulkley. Il faut donc impérativement chercher goeder cette condition de symétrie.

2.2.2 La déformation du gel dans la région externe

Considérons la situation ou le mouvement démdrre état de repos avec une vitesse
constante. Au commencement, le déplacement retatimatériau par rapport a la plaque est
constant sur la surface de la plaque, mais apréemps suffisant, des contraintes et des
tensions peuvent étre créées au voisinage de t'gjiedeviennent assez importantes pour
que le fluide coule, mais le matériau loin de kqoie est simplement déplacé.

Pour un mouvement bidimensionnel, la solution dmirie champ des contraintes est
bien connue pour un matériau élastiqgue ayant lgpootement de Hooke (cf. Johnson 1987 et
Piau 2001). Nous n'allons pas présenter ici tautsolution, on se contentera uniquement de
donner les résultats les plus utiles pour notreaitaMais signalons toutefois que sous ces
effets élastiques, le mouvement relatif du gelrppport a la plaque crée un état de contrainte
qui est fortement sous l'influence des deux singéka des fins de la plaque, et aussi par
I'étendu du réservoir contenant I'objet solide. t@mposanteo,, du tenseurX varie en

logarithme des cordonnées. Ce qui fait que la dgieenlimitée du réservoir contenant |'objet
peut provoquer des effets sur I'écoulement.

Pour les écoulements a faibles vitesses, il rasble de s’attendre est ce que les
conditions d’écoulement maintiennent la surfaceliaence de la plague a une valeur de
contrainte proche de la valeur seuil s. Dans celaagpartition de la pression le long de la
surface seuil s’écrit, comme suit :

p= -s In[r—zj (12)
Vg r

rlz\/(x*—a)2+yoo2, rzz\/(x*+a)2+ym2 et X =x-a (13)
Cela dans I'hnypothése qu’il n’existe pas a la paeidéplacement du matériau suivant la

direction normale a la plaque (c’est a dire suivaxte Oy) et que toutes les composantes du
tenseur des contraint&s sont nulles sur I'axe de syméti(a) .

avec

Voo = yoo(x*) représente la surface seuil. Avec le critere dstplité adopté (critere de Von
Mises), elle peut étre calculée numériquement tr e I'équation implicite suivante :

2
[2(6, - 6,) + (sin26, - sin2,)? {2 In[:—lj ~ (cos26, + 005262)} =4 (14)
2



avec

len—arct( yw*j et 92=arct(*y—°°j pour ~a<x <a (15)
a-x X +a

Elle est tracée sous forme graphique sur la figurea surface seuily(,(x ))respecte
donc bien la symétrie par rapport a I'ag®) (figure 1). En allant du centre de la plaque
(x =0), ol I'épaisseur de la surface seuil est nullasves deux extrémités, on peut
remarquer que la surface seuil augmente progressivie pour attendre un maximum
(d’environ 0.0725a) Iorsquex* =70.838a. La surface seuil diminue ensuite. Elle atteint la
valeur 0.0472a aux deux extrémités de la plaqwe* €7 ). A cet endroit la pression est
d’environ 1.193s et a I'endroit ou I'épaisseur de la surface Isest maximale, elle est
d’environ 0.744s.
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Figure 2 : Surface seuil pour un matériau élastoplastique ayant le critére de
plasticité de Von Mises. Le comportement élastique du matériau est celui de Hooke

Ces résultats indiquent que I'épaisseur maximadadsurface seuil est assez faible
devant la longueur totale de la plaque (le rappsttd’environ 1/28). Cela justifie en partie
notre hypothese selon laquelle le parameétrest trés petit devant 1 dans I'étude de la région
interne. Il convient cependant de signaler queecatirface seuil est différente de la couche
limite que nous verrons dans la suite, car ici entient pas compte de la viscosité. En
revanche, la pression externe donnée par cetteidh@arement élastoplastique constitue une
bonne approximation du probleme, notamment dapari#e centrale de la plaque.

D’autre part, au voisinage immédiat du centreadeldque, il apparait (voir Fig. 3) que le
gradient de pression peut étre approché a unenadestante, soit :



_2s o 2sX

Px = :
ma ma

C’est avec cette derniere expression que nousteéfins d’abord nos premiers calculs.
Nous proposons a la fin une solution optimale tecampte de la variabilité, le long de la
surface seuil, du gradient de pression et de suréhie aux deux extrémités de la plaque.
Notons enfin que I'égalité entre I'expression dadient de pression externe ainsi obtenue et
I'expression obtenue précédemment dans la régtemia (Eq. [ 9 ] avey = vy, ), constituent

une condition supplémentaire de continuité a \@rifmpérativement, soit d’'une maniére
exacte, ou faut de mieux, d’'une maniere approxiraati

(16)
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Figure 3 : Pression externe le long de la surface seuil (0 O ) et approximation de la
pression externe dans la partie centrale de la plaque ( - - - -)

2.3 Solutions semblables
Nous chercherons ici des solutions semblables dafil pde vitesse de Ia
formeu =V G(n) avec n=y/d(x) ou O(x) est une fonction de x en relation avec
I'épaisseur de la couche limitg, . En introduisant les variables adimensionnell@gsities :
Yoo Up, Vi, Py 04,0, )= 2,5, =, 5, =, =25 17
(X+Y+++p+g++)(aavvssaj ( )
Et en supposant que le signeu;lg est partout positif, 'équation [ 10 ] devient :
G|
B Od = (—j -4a0d n (18)
dr7
Celle-ci est formellement identique a I'équatiod( ] a condition queS et a soient des
scalaires et que :



2
5,"x 9% - g et 5" x B = g (19)
dx, dx,
Od est le nombre d’Oldroyd défini, comme suit :

n
os-3(3)

D’autre part, avec I'hypothese de départ I'équatienconservation de la masse [ 7 ] donne
'expression de la vitesse, , on a:
“Bre_pe) o G=9F (21)

dx dn
Celle-ci est nécessaire notamment pour verifiectgglitions aux limites du probleme
Le gradient de pression interne le long de la ceulitmite peut étre déduit a partir de
'équation [ 9 ], on trouve :

2 2
=-2 d5+—i[d5+j L+ B (22)

p+,x+_ dX+2 o, | dx, 5+n+1

ouy, =n,0, désigne I'épaisseur de la couche limite.

Ainsi la résolution de I'équation [ 18 ] avec Enditions aux limites a la paroi et le long
de la couche limite permet de déduire le profividesse. L’équation [ 19-a | donne le profil
de la couche limite. Les autres propriétés physiqie I'écoulement, telle que la force de
trainé, sont obtenues en assurant la continuitgradient de pression le long de la surface
seuil.

2.3.1 Profils physiques de la couche limite
Remarquons d’abord que I'équation différentielke deuxiéme ordre [ 19-a ] peut se

mettre sous la forme suivante :
2
) P (23)
dx, 2,"

C’est a dire sous forme d’'une équation différetgiele premier ordrek est une fonction
scalaire.

Suivant les signes de et k, on obtient plusieurs formes du profil de la catimite, mais
seulement quelques-unes correspondent au problémsidéré. Nous n'allons pas les
présenter tous. Nous retenons que deux profileptibtes d’étre les plus physiques : le profil
d’épaisseur constate (CTBL) et le profil en forngelentille (LSBL). Pour les autres, on peut
consulter le travail de Piau (2001) relatif au med#e Bingham. L’allure générale des profils
examinés par l'auteur et les conclusions qui viebrgela fin restent identiques dans le cas
présent avec le modele d’Herschel-Bulkley.

(a) Couche limite d’épaisseur constante (CTBL):

Il se présente aveg =0, k =0 et d, = ConstantelLes lois qui peuvent étre déduites a

partir de ce profil sont simples et peuvent éttéressant pour donner un ordre de grandeur de
'écoulement. L’inconvénient majore du profil est'ifj ne tient pas compte des deux
singularités aux fins de la plaque.

(b) Couche limite en forme de lentille (LSBL):



On est dans ce cas lorsgae< 0 et k < 0. Pour plus de simplifications, on introduit les
parameétres suivants :

p=Pr et x= (24)
Oim Xem
avec
al/n
5+m=|? et x+m:2 (25)
L’équation [ 23 ] devient alors :
2
(%j = i (sgr(k) sgr‘(a)j avec A<l (26)
dXx 4 A"

En posantm=1/n, A, =A" et X;(m) =1/x,,, et utilisant les condition&n01— x+| :1): 0
et A(x, =1) =1, cette derniére équation peut se mettre souszefsuivante :

X _ _ m1| O m-1
Z—nﬂl X|=F _[a n UdaavecX(m) Ia / da (X, >0)(27)

Les intégrales intervenant dans ces expressions segest deux solutions
analytiques seulement : lorsque= p+1 etm= p+ 1/20u p est un entier.
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Figure 4 : Influence de I'indice de rhéofluidifica sur le profil semblable de la couche
limteom=1;xm=3

 Danslecasn=p+ Jlasolution générale est la suivante :

 Danslecasn=p+ 1/2la solution générale est la suivante :
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22p+Y) 3 (-Y° cP
T o=2i+1

_ CD” o _
2|O+1|1 x,|=21-4, Z I+1c 1-a,) et X, =

ou

cr=—=tP

L (p-itil

Ces expressions donnent les profils de la couaieeli lls sont représentés graphiquement sur
la figure 4 pourm =1 et m= 3. La forme de la couche limite est donc différeseéda surface
seuil obtenue précédemment avec la théorie pureélastoplastique. La cause est que dans
cette analyse le matériau est prie purement viastipbie. On tient pas compte par conséquent
des effets élastiques du matériau, mais la viseast bien prise en compte. Remarquons

également que les profils de la couche limite retgpe bien la symétrie par rapport a I'axe
(A) . On peut aussi constater la trés faible influedee€indice m sur les profils semblables de
la couche limite.

Notons enfin que la construction compléete des lsrafkpérimentaux de la couche limite,

nécessite de connaitre la valeur d’'un seul paranglrest I'épaisseur de la couche limite au
centre de la plaqued( ), c’est dans la section (2-3-3) que nous donnesonsexpression.

2.3.2 Profils de vitesse

Posons :
A=20da et B=p40d (28)
L’équation différentielle de deuxiéme ordre [ 18evient :

/
n
{(j_c;]} =B+2An (29)

Elle doit étre intégrée avec les conditions awitémsuivantes :
n=0; G=F=0
n=n.,;  G=1G'=0F=np,

Pour la CTBL @, = Constanfe il n'est pas nécessaire de vérifier les conddiale la

fonction F(n7), car dans ce cas la composante de vitgssest partout nulle compte tenu de

'équation [ 21 ]. Elle vérifie donc toutes les ditions aux limites du probleme.

(30)

(a) Couche limite d’épaisseur constante (CTBL) :

Il correspond aA= 0 Avec cette valeur dé et les conditions aux limites [ 30 ],
I'équation [ 29 ] peut étre intégrée facilement,odmient :

m+1 1 1/m
G(n) = 1—[1—%] avec B= —[,Z;HJ (31)
On vérifie que :
)2
n=0 ®

La fonction G(;7 ) qui donne le profil de vitesse, est représentée graphiquement sur la

figure 5 pour trois valeurs de m (1, 2 et 3). @utpremarquer que les profils semblables de
vitesse sont assez sensibles aux variations didérde rhéofluidification. Pour une valeur de
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n donnée, 'augmentation de l'indice m entraine déssses d’écoulement plus élevées et
une concavité du profil de vitesse plus importante.

=u v .
+
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Figure 5 : Influence de l'indice de rhéofluidification sur le profil semblable de
vitesse (CTBL et LSBL lorsque 2 - 0): O m=1;xm=2; 0O m=3

(b) Couche limite en forme de lentille (LSBL):

Avec la conditionG/(fy =1,) = Ql'équation [ 29 ] peut étre intégrée, on obtient

dG
o = =" A+ 1) - B] (33)
n
On vérifie que :
m
ac) E[Ej avec ® =|A" 7,2 (®20) (34)
dl] /7:0 ,700 Z

Faisons maintenant le changement de variabl,z%:(/]00 -n)ln, et posons

[ERN

Z=(A /700)/(2|A4/7w—8). On peut constater d’aprés I'équation [ 33 ] gOe = <

(Od - o lorsque ~Z - 0 et Od - O lorsque ~ - 1. Ainsi, avec les conditions
G(n=0)=0etG(n=n,) =1 I'équation [ 33 ] se met sous la forme suivante :

Tp m 1 m -1
—1_ m(1-20 _ _ mf1-20
G(n,) =1 CD‘([J( = j do et dD—qJ(m,Z)—L[J( = j da:l (35)

On vérifie d'apres ces deux dernieres équatiomeslgprofil semblable de vitesse lorsque
> 5 0 (0Od - o) est celle de la CTBL (Eq. [ 31]). Donc, les plofprésentés sur la figure
(5) correspondent aussi au cas considere lor&que . 0
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Ici encore, les intégrales intervenant dans cesresgpns possedent deux solutions
analytiques : lorsquen=p+1/2 etm= p+ 1ou p estun entier.

* Danslecasn= p+ Jla solution générale est la suivante :

P 2 [ p+1 i
(-1 ) P
6(7,) =1- 1. { cP(zn,) | et d=— .
P zp ! Z i+ p+ 2 P le (_1)I C_P+1 zi
S i+p+2 I
* Danslecasn=p+ 1/2la solution générale est la suivante :
Comme dans la couche limite visqueuse, la comditip =0 le long de la couche limite

ne peut étre verifiée que d’'une maniere approxweatPour tourner cette difficulté, nous
retenons la solution de Piau (2001) qui consistérdier F(n7=n,) =n,@0+{) au lieu de

F(n=n,)=n,.Avec cette condition et la conditida(n =0) = , Drésulte :

q:” [1 Zaj dodp (36)

e Danslecasn=p+ Jlona:

_ CDZ p+l (_1)i p+l i | _
<= zp{z (+pr2i+p+d Z} ?

« Danslecasn=p+ 1/2ona:

1 T T ] T
G =u, : ]
0.8
0.6

0.4

0.2

0.6 0.8 1

Figure 6 : Profils des vitesses stables pour m=3 et +2=0;02=02; x 2=04;
0 2=05

A ce stade, il apparait que (ou ¢{) est le seul paramétre inconnu. L’expression guinet

de déterminer la valeur dE connaissant les valeurs expérimentales du nonierdyd
(Od) et de l'indice de rhéofluidification n, sertaldlie dans la section suivante en assurant la
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continuité du gradient de pression au centre gadaque. On établira également I'expression
de la force de trainée ainsi que I'expression rdlignt de vitesse a la paroi. Mais essayons
d’examiner avant la condition de stabilité des isafe vitesse indiqués par les expressions |
35]. Il est tout a fait naturel de penser qu’erlaghant de la plaque le gradient de vitesse
diminue. Les profils physiques de vitesse doivesriadimpérativement vérifier la condition

suivante :
1-sn \"(25n -1
d’c zwmqpm( npj ( 7, JSO
dn, s 1-3n,

soit 77, <1/(2%). Puisque 0</, <1, il faut dans tous les cas avoir 0sX<1/2. La

théorie ne peut donc pas étre valable pour 1/2<3 <1, c’est-a-dire pour les faibles
valeurs du nombre d’Oldroyd. Sur la figure 6 on représente les profils de vitesse
stables pour m=3. On peut remarquer que pour une valeur de /7 donnée, les
vitesses d’écoulement augmentent avec la diminution du paramétre 2, c’est-a-dire
avec 'augmentation du nombre d’Oldroyd. Sur la figure 7 on représente l’allure des
profils de vitesse instables obtenus avec > = 09.

1 1 1 1 I 1 1 1 I 1
[G(n) =u, ]
08 [ ]
06 [ }
04 [ j
- é'/ .
- '/\,’ -
02 / '/5 7]
i g _
i i _
L i n/ Ny -
O /I/ L I L L L I L L L I L L L I L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figure 7 : Profils des vitesses instables pour 2 = 09 et
Om=1;xm=2; 0 m=3

2.3.3 Gradient de pression le long de la couche lim ite et relations déduites

Nous examinerons d’abord le cas de CTBL, ensaitat de la LSBL et nous donnerons
a la fin une solution optimale qui vérifie toutes lconditions du probléme a un pourcentage
pres.

(a) Couche d’épaisseur constante (CTBL)
Avec J, = Constantel'équation [ 22 ] devient :
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i _ B
p+,X+ - 5 n+1
+
L’indice i indique qu’il s’agit de la pression interne.
On ne peut vérifier la continuité du gradient desgion le long de la couche limite que
d’'une maniére approximative, en se limitant unigeetra la partie centrale de la plaque ou le
gradient de pression externe prend une valeur mpeasi constante. On peut dans ce cas
utiliser I'expression [ 16-a ] qui donne :
2
P ==~ (38)
' n
L’indice € indique qu’il s’agit la de la pression externe.

La continuité fait que pi+ o= ps  etdonc:o, = (—,877/2)1/(”+1). Compte tenu des

(37)

équations [ 31-b ] et [ 28-b ], on déduit I'expriessde I'épaisseur de la couche limite, soit :
1/(m+1)

m
Vi = Oemlles = Cg xOd ™™D avec Cg = {(@ (m+1)} (39)

Ici, le gradient de vitesse est constant le londadplaque. Il peut étre calculé a partir de
I'équation suivante :

Uy g+ :i(d—GJ (40)
' 5+ d’? /7:0
En remplacant les expressions [ 39 ] et [ 32 ] d&gsiation [ 40 ], il vient :
2 m/(m+1)
U, + =Cyg x0d™™I avec Gy = [—(m+1)} (41)
: /g
La contrainte tangentielle a la paroi est égalemeniforme le long de la plaque. Son
expression est :
n
r=d1+—1 |96 (42)
oy od | di 7=0

En intégrant cette expression le long des deuxsfdattrales de la plaque, on obtient
I'expression de la force de trainée, soit :
2a

1/(m+1)
T= erdx = 4sa(1+ Cyp X Od'm/(m+1)) avec C = (—(m+1)j
0

(43)

T
De m=1 jusqu’am= 3. 270le coefficientC,, augmente de 1.128 a 1.264, puis il diminue
pour atteindre la valeur limite 1 lorsque — . C,, ne varie donc que de 1 a 1.264 pour
tous les fluides rhéofluidifiants.

En définissant le coefficient de trainée plastiquoanme suit :
T
Cy=—o 44
D 4sa (44)
Il résulte :
CS =1+C,p x Od ™MD (45)

Retenons également qu€,, = C\,Gl/m =(2/m) Cg_
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Le probléme est ainsi défini. Mais rappelons queecsolution ne tient pas compte des deux
singularités aux fins de la plaque, elle est cepenhdimple et utile pour avoir un ordre de
grandeur raisonnable des propriétés de I'’écoulement

(b) Couche limite en forme de lentille (LSBL):

En remplacant I'équation [ 26 ] dans I'équatio@9 ], on peut se ramener a écrire le
gradient de pression interne sous la forme suivante
_2[m(2z-1)-(m+2)5] 4

i
P x s A (46)
avec
ny|kl
p=Pr ou PO:—\/H N (47)
P, 2\/2n

Le gradient de pression externe dans la partigralende la plaque s’écrit d’aprés
'équation [ 16-a ] et la définition de la variablRe, comme suit :
Pey =— 2M (01 M)
| (K7.%) 7
Pour que dans la partie centrale de la plagusdiesions semblables existent réellement,
il faut que P' x (A=1)=P®x.
D’aprés I'équation [ 46 ] on a:

(48)

P x(a=1)= —2rr(—1‘zzj (49)
En assurant la continuité{ x (A =1) = P x ), il vient :
Orm e :(1{) (50)
Kige™ 7\ 2

D'autre part, daprés la definition de la variable,,, (Eq. [ 25-b ]) et puisque
Xym =1/ Xi(m), il vient :
mm S, ., 1

= (51)
202 Kz Xalm
En résolvant simultanément les deux équations][€i( 51 ], on obtient :
Jn, =22 [ 2 j (52)
® Xy (m) PAm\1-%
En remplacant cette relation dans I'équation [ #7tvient :
R = 1 ( 2 j (53)
maX;(m{l-%
On vérifie également qu'on a:
23 5
Osm Moo = ( j (54)
o 7 X (m)?>m\1-%

Cette derniére relation représente I'épaisseuadmiiche limite au centre de la plaque. Elle
peut étre utilisée pour calculer les valeurs expéntales d&\ connaissant la valeur de.

Le gradient de vitesse a la paroi peut étre égalenadculé. Compte tenu des équations [ 54 ]
et[34-a], il vient :
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L Lo 1 (de) | mzX(m)?e(Em) (1—2]”’“1 (55)
W g,,aldn ), 2° > A
La répartition de la contrainte tangentielle legale la plaque est :
2 m e\ @+m)/m
= stK (U = sl1t m 77° X, (m)? d(Z, m) (1 zj N G
Y 23 S Od A"

En intégrant cette expression le long des deuxsfdattrales de la plaque, on obtient
I'expression de la force de trainée :

1+m 1/m
T = 4sd 1+ — {mﬂsr(? Xy(m)* o, )(1;} ] 1 (57)

ou

r(m) = F2m Iam z / da avec 7(m)>0 (58)

L’ensemble des expressions precedentes relativ@d_8BL sont maintenant fonctions
gue d’une variable inconnu®. Il faut donc une derniére relation qui ke au nombreOd et
lindice n (parametres expérimentaux) pour définamplétement le probleme. D’aprés

I'expression de la variabl@, (:|a/k|m) et les équations [ 52 ], [ 34-b ] et [ 28-a], on

1\ 7 4 ™ s 2
(ﬁj _E{mxl(m)z 4} (2, m) (1—zj )

®=d(Z,m (Eq.) etX; = X;(m) Connaissons les valeurs expérimentalesdet Od, il

est donc possible de résoudre numériquement cettdede équation pour déterminer la
valeur deZ , et de construire ainsi toute la solution.
D’aprés I'équation [ 59 ], il est aussi possiblexgrimer la relation [ 54 ], comme suit :

3 Moy = Cgy x Od ™M) (60)

déduit que :

Avec
1/(m+1)

CBL{(EJ ,1} ol A(ME) = CD(mZ)(lzzj (61)

Le gradient de vitesse au centre de la plaque @eetdéduit d’apres I'équation [ 55 ] en
posantA =1. D’'apres la relation [ 59 ], il est égalementgibke de I'exprimer sous la forme
la plus simple suivante :

m/(m+1)
} (62)

uzﬁ =Cye x0d™M™D avec Qg = L—i/l(m, %)

En combinant les deux équations [ 59 ] et [ 5& kdefficient de trainée plastiq@ (Eq. [
44 1) peut étre représenté, comme suit :

1/(m-+1)
} (63)

C3 =1+Cpx0d™™™D  avec Cp = I'(m){z A(m,z)
T

ou
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r(m _ 2m
X1 (m) ~2m-1
Retenons que G,y = (M) Gyt ™ = (2/7) T(M)Cy
Cette nouvelle présentation est exactement analagtedle de la CTBL. Il suffit de poser
A=m+1 et (M) =1 pour retrouver les expressions précédentes. Rusquarie entre 0 et
1, il résulte d’aprés I'équation () quk varie entre 0 em+ 1)Donc, A varie trés peu avec
le coefficientZ (ou bien le nombre d’Oldroyd). La limitd = m+ dorrespond &d - oo.

Dans ca cas, I'épaisseur de la couche limite ajosile gradient de vitesse au centre de la
plaque ont des valeurs égalent a celles de la CHgi. contre, le coefficienC, qui

r(m) =

(64)

intervient dans la définition du coefficient deitde C3 est multiplié par la quantitE(m .)
Ici, C,p diminue toujours avec m pour tous les fluides fluddifiants (de 2.257 a 1 lorsque
m varie de 1 a I'infini).

D’aprés les deux équations [ 61 ] et [ 35-b ], &egmetred prend I'expression suivante :

Tt oesoy .
A(m,Z)_Ma(l_zj da} (65)

e Danslecasn=p+ Jlona:

(1_ Z) p+1

Z (GO
i+p+2

i=0

A(m,3) =

* Danslecasn=p+ 1l/2ona:

Enfin, rappelons que cette solution suppose gpmaisseur de la couche limite est nulle
aux deux extrémités de la plaque et qu’elle nefiedia condition P' x = P€ x que dans la

partie centrale de la plaque. Nous proposons nmranteune solution optimale qui permet de
détourner en partie ces problémes.

2.3.4 Optimisation du profil de la couche limite en forme de lentille (OLSBL)

Jusqu’a ce stade, nous avons présenté deux swalutia solution de la couche limite
d’épaisseur constante (CTBL) et la solution dedacbe limite en forme de lentille (LSBL).
Les deux sont efficaces et peuvent étre utilisgelon la précision désirée, pour résoudre des
probléemes pratiques, mais les deux donnent respewtint un encadrement supérieur et
inférieur de la vraie solution. En effet, la premigCTBL) ne tient pas compte ni des
singularités aux fins de la plaque ni a la régartinon uniforme du gradient de pression le
long de la couche limite. La deuxiéme (LSBL) amita premiére en tenant compte des
singularités, mais la continuité du gradient desgien n’est vérifiée qu’approximativement ;
uniquement dans la partie centrale de la plagueisNwoposons ici une troisieme solution
plus réaliste, car elle tient compte mieux desdarifés et aussi de la continuité du gradient
de pression.

Compte tenu des conditions réelles de I'écoulepranis considérons que I'épaisseur de
la couche limite n’est pas nulle aux deux extrémié la plaquecLQl— x+| =1): J,o OU

bien AQl— x+| :1):AO). De plus, nous supposons que le gradient de ipresaix deux
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extrémités de la plague prend une valeur fini@ /2 fois plus grande que le gradient de
pression au centre de la plaque ®ast un parameétre d’'ajustement des courbes deqmgss

D’aprés les deux équations [ 49 ] et la conditl@ir,lx = P®x, on peut alors écrire au centre
de la plaque :

K72 m(1-

_ o (K72 )n(l zj -
Omll \ Z

Aux deux extrémités de la plaqua € Aj), on a d’apres I'équation [ 46 ] :

2 (|k|/7002)77{z(m—2)—eri}E_G

m 5+m S Ar(])ﬂz A0
En combinant ces deux derniéres équations, on ohtre relation simple qui lid, a X,
soit :
> \Z(m-2)-m_ 2 |_ mG
(kzj{ nyts AJ 2
qui donne :

T m(GA™! 2)+4 1-An0)
Dans la limiteX - O(Od - o), I'équation [ 66] se simplifie a :

1/(m+1)
avec (é) <Ao<l (Ap=03) (66)

1/(m+1)
Do(Z=0) = (GLJ avec Gy =G(Z =0)
0

m/(m+1)
Np(2=0) = {Gj
0

De cette maniere, toutes les relations relativissLE&5BL établies précédemment restent dans
ce cas valables a condition de prendre I'expressigmante de la fonctior au lieu de
'équation [ 58 ] :

ou bien

r=r(mA,,) = +—Ia 9 _do avec 7>0 (67)
Ao 1-o0

Pour assurer la conditiorAQl—x+| = )—AO il faut également changer les expressions
précédentes d&X,; par:
= X, (MA,) = +—ja —9 _ do avec X,>0 (68)

1-o0
Ang

e Danslecasn=p+1l,ona:

* Danslecasn=p+ 1l/2ona:

p i _ ol gy
X1=—2(2p+1) mz 2(_,:2 CP{L-By) et7= —2(2p+1) ~ Do)

T i=0 =K
Enfin, il convient également de changer I’expressier ([64]) par:
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r(mA,o)
Xi(mA,0)

Il reste maintenant a déterminer les valeurs dili gg&ametre inconnu G par ajustement
des profils de pression. L’équation [ 46 ] peukéntégrée facilement et donne I'expression

de la pression interne, soit avec la condit'pir(An =)= :0

P 8m L 1-4, 1-A,
p, = nle(m’AnO)(l_z){(m(zz 1)-(m+2)5) v +2% atar{ » H(m)

Ainsi, le procédé de calcul utilisé est le suivant
1. Pour des valeurs de G A, on calcul d’aprés I'équation [ 66] la valeur Be

2. X, est calculé d’apres I'équation [ 68]
3. Pour des valeurs dA, comprises entré , et 1, on calcul d’aprés I'équation [ 27] les
valeurs dex, correspondantes.

F=r(ma,) = (69)

4. Les valeurs dqoL(An ¥ont calculées d’apres I'équation [ 70]

5. Lesvaleurs dey,, (X, ¥ont calculées en utilisant I'équation implicit#4 ].

6. Les valeurs depS(x,,Y,,, ¥ontcalculées d’aprés I'équation[12].

7. On trace les courbep®(x, &t pi+(x+). La valeur deG est ensuite modifiée jusqu’a

avoir un écart minimum entrp$ et p, .

On représente sur la figure 8 le résultat de natteul pourm=3. On peut remarquer un
accord raisonnable entre la pression interne girégsion externe premiére courbe et la
derniere. Dans le tableau 1, on représente quelgaksirs numériques des paramétre
intervenant dans les différentes solutions lorsdlies 0 (Od - o). Remarquons que
I'épaisseur de la couche limite aux deux extrént@$a plaque diminue avec 'augmentation
de lindice m. La figure 9 montre la variation darpmetre G avec lindice m lorsque
Od - . Le paramétre G augmente donc avec m. Les résultahériques ont été ajusté par
la méthode des moindres carrées avec la loi si@vant

G =164 m%3’

L’écart maximum est de 2% lorsque m varie entre3. e
Pour les trois solutions (CTBL, LSBL et OLSBL) aprésente sur la figure 10 la variation du
coefficient G,p, qui intervient dans I'expression de la force déngée, avec l'indice m. Les

valeurs de 'OLSBL se trouvent entre celles de TBC, qui donne une borne inférieure, et
celle de la LSBL, qui donne une borne supérieurep@ut voir aussi d’apres la courbe que les
valeurs deC,, des deux solutions (OLSBL et LSBL) se rapproclassez bien a partir d’'une

certaine valeur de m. En plus, il apparait g ne varie pas beaucoup avec m. Pour tous
les fluides rhéofluidifiantsC,p (OLSBL) ne varie que de 50% au maximum.

Le tableau 2 donne un abaque des données numéritpgegprincipaux parametres qui
interviennent dans I'OLSBL. Il montre a la foisnfiluence de l'indice m et du paraméfre
(c’est-a-dire Od). Pour une valeur de m donnégyeart remarquer qud, augmente avec la

diminution de Od. Par contre le parametre G, Idfiment C,p ainsi queCg  diminuent
avec Od. En définissant les deux parametres s@ivant
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. m/(m+1) m/(m+1) . m/(m+1)
G = (;j - L et AO = AO - L
G Gy Gy

Il apparait d’apres la figure 11, qu'on a quelqust sn et Od une relation de type
G =G (A,). Les valeurs numériques ont été ajustées par thaué des moindres carrées

avec la loi suivante :

*» 143 *
. |2722A si A, < 001

. 086 .
O.358(A0 - 0.005) si Ay< 001

Ainsi, en utilisant ces deux dernieres lois onfi€que le probléeme est complétement défini.

Vu les faibles variations des coefficien§,;, Cg et C,; avec les parametres
expérimentaux m et Od, on peut déduire les ordeagandeurs suivants :
Pour le coefficient de trainée :

CB 1= Od—m/(m+l)
Pour I'épaisseur de la couche limite au centreadddque :
Vie = Od—m/(m+l)

Et pour le gradient de vitesse au centre de lauplaq

u, + =OdmmH

L’augmentation du nombre d’Oldroyd entraine doma #is une diminution du coefficient de
trainée et de I'épaisseur de la couche limite aireeade la plague et une augmentation du
gradient de vitesse au centre de la plaque. L'exdicagit également de la méme maniére.

1.5 I T T T I T T T I T T T I T T T I T T T i
P, A -
¢ i
I N il
05 [ ]
_ x+:
1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 ]

0"
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 8 : Profils de pression et épaisseur de la couche limite pour m=3 et Z - O :

* Pression pour le profil optimal de couche limite, [ [ profil de pression
externe, [1 OLSBL, + LSBL - - - - CTBL
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Tableau 1 : Comparaison des valeurs numériques des coefficients intervenants
dans les différentes solutions (Z —» 0 c’est-a-dire Od - o)

OLSBL LSBL | CTBL

m Gy | Ecart maximal d’ajustement X Ay | Cp | Cp Cwo
des courbes de pression (%0)

1 16.4 2.8 0.901] 0.349.497| 2.257| 1.128
3/2 18.8 3.9 1.179 0.2611.500| 1.806 | 1.204
2 20.8 4.6 1.4117 0.210.484| 1.654| 1.241
5/2 22.9 5.5 1.614 0.178.463| 1.572| 1.257
3 24.4 5.7 1.794 0.153.439| 1.516| 1.263
712 25.8 6.1 1.959 0.132.417| 1.474| 1.264
4 27.5 6.6 2.112 0.123.396| 1.441| 1.261
9/2 28.7 6.9 2.255 0.113.377) 1.413| 1.256
5 29.9 7.17 2.389 0.109.360| 1.389 | 1.250

En annexe 1 on montre comment construire toutsolation connaissant les valeurs
expérimentaux de Od et de m. L'annexe peut étraiaxensidéré comme un formulaire
récapitulatif de la solution du probléeme. En anngxan représente des solutions analytiques
pour quelques valeurs particulieres de I'indiceQn. retrouve bien toute la solution de Piau
(2001) relative au modéle de Bingham lorsaue

100

10

1

1

Figure 9 : Variation du parameétre G avec l'indice m lorsque 2 — O :
O point obtenus par ajustement,[] courbe de calage

10
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2.5 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1

O

15° =

/ f/jf T
[ m ]
1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
1
1 2 3 4 S
Figure 10 : Variation du coefficient C,p avec l'indice m (lorsque 2 — 0) et

comparaison entre les différentes solutions :
[J CTBL, x LSBL, O OLSBL

1 : T 1 T T LI I T 1 T T LI I T 1 T LI I:
G i
01 F E
001 E
! o :
0
1 1 <y L1 1.1 I 1 1 1 1 L1 11 I 1 1 1 L1 1.1
0.001
0.001 0.01 0.1 1
Figure 11 : Variation du parameétre G avec A*o
Om=1,+ m=3/2,xm=2,, 0 m=5/2,[1m=3,Am=7/2, A m=4,e m=9/2,¢ m=5

O O courbe de calage
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Tableau 2 : Abaque des valeurs numériques des@eaft intervenants dans la OLSBL

Ay 2 G Od Co CaL
m=1
0.34¢ 0 16.4 00 1.497 1.12¢
0.36¢ 0.03¢ 15.¢ 2371¢ 1.47: 1.12:
0.3¢ 0.08¢ 14.¢ 3.381¢ 1.44( 1.11:
0.4z 0.147 13.¢ 84¢ 1.39¢ 1.097
0.4¢ 0.20¢ 12.7 333t 1.353 1.08:
0.4¢ 0.26: 11.¢ 15¢ 1.315 1.063
0.51 0.32¢ 11.c 771 1.27¢ 1.04¢
0.5¢ 0.37¢ 10.7 41.¢ 1.23¢ 1.02¢
0.57 0.42; 10.1 24 1.19¢ 1.01C
0.6C 0.48¢ 9.7 13 1.14¢ 0.98¢
m=3/2
0.261 0 18.€ () 1.50(¢ 1.10C
0.2¢ 0.07¢ 17.7% 6.0991C° 1.46¢ 1.08¢
0.3C 0.14: 16.7 1.6771¢ 1.43¢ 1.07C
0.32 0.20¢ 15.€ 765.2 1.402 1.05¢
0.3¢ 0.262 15 423.(C 1.37C 1.03¢
0.3¢ 0.31¢ 14.5 256.¢ 1.33; 1.021
0.3¢ 0.35¢ 13.€ 172.¢ 1.303 1.00¢
0.4C 0.40: 13 118.¢ 1.27¢ 0.98¢
0.4z 0.44¢ 12.F 81.t 1.242 0.96¢
0.44 0.48¢ 12 58.6: 1.211 0.951
m=2
0.21c 0 20.¢ 00 1.48¢ 1.063
0.21¢ 0.03¢ 20.€ 1.451¢ 1.46¢ 1.05¢
0.22 0.08: 20.2 598 1¢ 1.453 1.05:2
0.2 0.17¢ 18.€ 1.48 16 1.41; 1.03C
0.2¢ 0.261 173 673 1.37¢ 1.003
0.2¢ 0.33¢ 16.7 371.2 1.33% 0.98¢
0.3C 0.391 15.7 24% 1.301 0.96:
0.32 0.44¢ 14.¢ 161.¢ 1.262 0.94(
0.3¢ 0.47¢ 14.¢ 130.5 1.24( 0.92¢
0.3¢ 0.49¢ 14.2 112 1.22: 0.91¢
m=5/2

0.17¢ 0 22 .¢ (o) 1.46¢ 1.03¢
0.1¢ 0.06¢ 221 9.129 1¢ 1.44¢ 1.02¢
0.1¢ 0.13¢ 21.7 3.024 1¢ 1.421 1.011
0.2.C 0.20¢ 20.¢ 1.459 16 1.39¢ 0.99¢
0.21 0.2¢ 201 915.¢ 1.37 0.98(
0.2z 0.317 19.4 62C 1.34¢ 0.96F
0.2z 0.35¢ 18.7 46C 1.32; 0.951
0.2¢ 0.39¢ 18.1 346.¢ 1.29¢€ 0.93¢
0.2t 0.42: 17.4 286.¢ 1.27¢ 0.92¢
0.2¢ 0.46¢ 17.C 216.¢ 1.2~ 0.90¢
0.27 0.49¢ 16.5 176.C 1.22¢ 0.89(




Tableau 2 : (Suite)

24

Ay G Od G CaL
m=3
0.15: 0 24.4 0 1.43¢ 1.00¢
0.15¢ 0.08¢ 24.F 7.221¢ 1.41¢ 0.99/
0.1€ 0.127 24 419106 1.407 0.987
0.17 0.20¢ 22.¢ 1.7216 1.377 0.96¢
0.1€ 0.2¢ 21.¢ 088.] 1.34¢ 0.9¢
0.1¢ 0.34] 21 649. 1.31¢ 0.937
0.2 0.39¢ 20.2 457.2 1.28¢ 0.91:¢
0.21 0.44¢ 19.F 334.¢ 1.25¢ 0.89:
0.22 0.48¢ 18.€ 260.¢ 1.2¢ 0.87¢
m=7/2
0.137 0 25.€ 0 1.417 0.98:
0.14 0.121 25.¢ 4.839 168 1.38¢ 0.96¢
0.14¢ 0.17¢ 25.2 2.662 1¢ 1.37] 0.95:
0.1¢ 0.23¢ 24.€ 1.668 16 1.35; 0.941
0.15¢ 0.2¢ 24 1.194 16 1.33¢ 0.92¢
0.1€ 0.31¢ 23.4 92t 1.31¢ 0.91¢
0.16¢ 0.3¢€ 22.¢ 715.2 1.29¢ 0.90¢
0.17 0.39¢ 22.4 57¢ 1.2¢ 0.89¢
0.175 0.42: 21.¢ 4847 1.26° 0.88:
0.1¢€ 0.44¢ 21.4 416.¢ 1.247 0.87:
0.18¢ 0.471 21 350.3 1.22¢ 0.8¢€
0.1¢ 0.50 20.€ 301.c 1.20¢ 0.84¢
m=4
0.12: 0 27.F 0 1.39¢ 0.961
0.1° 0.187 26.€ 2.806 1¢ 1.35] 0.922
0.13¢ 0.25¢ 26.1 1.653 16 1.32¢ 0.917
0.1£ 0.31] 25.2 1.154 168 1.30¢ 0.90:
0.14¢ 0.35¢ 24.7 883.¢ 1.28¢ 0.89]
0.1¢ 0.39¢ 24.1 682.5 1.267 0.87¢
0.15¢ 0.43¢ 23.F 554 1.24¢ 0.86:
0.1€ 0.47] 23 446.¢ 1.22: 0.84¢
0.16¢ 0.507 22.F 371.¢ 1.20] 0.83:
m=9/2
0.11¢ 0 28.1 0 1.377 0.942
0.11¢ 0.12¢ 28.€ 5.852 1¢ 1.35; 0.92¢
0.12 0.212 27.¢ 2.604 1¢ 1.32¢ 0.91
0.12¢ 0.2¢ 27.1 15316 1.30¢ 0.89:
0.12 0.35¢ 26.4 1.0116 1.27¢ 0.87¢
0.13¢ 0.40: 25.€ 785.¢ 1.25¢ 0.861
0.14 0.45: 25 588.t 1.22¢ 0.842
0.14¢ 0.49¢ 24.4 466.2 1.19¢ 0.82¢
m=5
0.10¢ 0 29.¢ 0 1.3¢ 0.92¢
0.107 0.13¢ 29.¢ 5.604 1¢ 1.33: 0.907
0.11 0.21¢ 29.4 2.811¢ 1.31¢ 0.89/
0.11f 0.29¢ 28.2 1.659 168 1.287 0.871
0.1Z 0.377 27.€ 1.047 168 1.25¢ 0.85¢
0.12¢ 0.43¢ 26.€ 756.1 1.22¢ 0.837
0.12 0.4¢ 26 592.¢ 1.19¢ 0.81¢
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Annexe 1 : Construction de la solution connaissant
les valeurs expérimentales de m et Od

Pour construire toute la solution de 'OLSBL corssaint les valeurs expérimentales de m
(1/n) et Od, on doit d’'abord résoudre numériquenoeet équation de type (Od,m,A,g) = O

dans le but de déterminer la valeur du param@igg. On a pour cela les expressions

suivantes :
m 4 m+1 2m+l
(L) _n 2 1 ( 3 j
Od 2\ m X,(mA,o)? 7 ®(Z,m) \1-%
Avec :
-1
1 m 1
_ _ ml-20 . _ _|2m m-1|_ O
dD—dD(m,Z)—DJ( = j da} L Xe= XuM ) == [o o do
0 Apo
et
5= m(GAT' -2
M (GATG' ~2) +4 (1~ Ayo)
ou
m/(m+y) T (MAD)/m
G=2 {G* +(lj ] . Gy =164 m%7
Go
avec
« 143 -
. |27224, si A< 001
. 086 .
0.358(A0 —0.005) si A< 001
et
m/(m+1)
o 2 . _ m
Ny =Ny —| = Ay =A
0 =80 [Goj 0= 8no

La résolution numeérique de ce systeme d'équatiamnel donc la valeur da ,. On peut

ensuite calculer les valeurs de &, X; et ®. Pour la LSBL on posd , = .00n vérifie
gu'on sera ramener a résoudre une équation de Bf@d,m,2) =0 pour déterminer la
valeur du parametrz .

Profil de la couche limite :
Le profil de la couche limite (OLSBL) obéit a I'égtion suivante :

1

”—X1|1— Xy = j o™ |9 do| avec A,=a""T
2m A l-o0
n

gui posséde deux solutions analytiques, lorsquep+ etrh= p+ 1/20u p est un entier.
En annexe 1 on a déja présenté des solutions mpagtpour quelques valeurs particuliere de
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m. Pour une valeur de m quelconque, on doit régondmeériquement avec la valeur e
calculée comme indiquée precédemment. Le profiad&SBL correspond &, = 0

Profil de la couche limite :

Pour 'OLSBL et la LSBL, le profil de vitesse pedite calculé a partir de I'équation suivante :
1-20\"
G =1-® | g™ do
) =1-0 | 0" 127

Pour une valeur d& quelconque, il existe deux solutions analytiqupsur m=p+1 et
m=p+1/2 ou p est un entier. Pour une valeur de m quelconquedanh résoudre

numériquement cette équation avec la valeutbdecalculée comme indiquée précédemment.
Dans la limiteX = 0 la solution est celle de la CTBL, on a:

m+1 1/m
G(q):l—(l—ij avec Bz—( m+1j
”wm+1

D’autres propriétés :

Quelgue soit la solution considérée I'expression dpnne le coefficient de trainé est la
suivante :

1/(m+1)
CS =1+Cyp xOd ™MD avec Cp = F(m)X[z A(m, Z)}
Vs

L’épaisseur de la couche limite au centre de lgyseest :
1/(m+1)

m
Yiw = Ormlls = Cg xOd ™™™ avec CBL{@ A(m,Z)}

Le gradient de vitesse au centre de la plague piexptession suivante :
2 m/(m+1)
u+y+ = CVG X Odm/(m+1) avec CVG = [_ /](m’Z)}
: T

L'expression ded(m %) dansle cas de 'OLSBL et de LSBL est la suivante :
m
A(m,2) = d(m, 2)(%)

Dans le cas de 'OLSBL, on a :

M =r(mAn) = TMBo)  yec r(mAg) = [2M J o2 | 0 g
xl(maAnO) T

Pour la LSBL @, = Q I'expression dd™ se simplifie & :
2m
F(mAy,y) =r(m) =——
(M Bgo) = F(m) ===
A(mZ) =m+1 lorsqueZ = Q c’est I'expression qui prend dans de la CTBL. Pour cette
derniere couche, on a de pliis=1.
Rappelons enfin que :

o
A=— =2 ;npzl—i; u, =G(7)




27

et que :

bovn)=(5 )

Annexe 2 : Solutions analytique pour quelques
valeurs particulieres de m

Profil de la couche limite variable (LSBL et OLSBL)

a) Cas olm=p+1
 Pourm=1 (modele de Bingham)

JA, (L-A,) +arct 178, | 7%, 1-x,| (71)
A, 2
e Pourm= 2
3 3 1-A, |_ X
An+E JA, (1-A,) +§arct T 1-x,| (72)

e Pourm=3

1r2,5 5 5 1-4, |_ 71X,
=N +2A +2 A (L-A,) +2arct = 1-x, 73
(3 12 8) UoB) Ty 5{ A ] 6 L-x| (7s)

n

* Pourm= 4

(An3+zAn2+3—5An+3—5j A A-0,) +3Barctg [T 0 |2 Ty
6 " 24" 16 16 A, 2

e Pourm=5

IN44 9 p2421p2,21p 4 63 63 1-4, | _ 1%
A LA AN P LN+ 02 LA (1-A ) +-22 arct = 1-x,
(5 " 40" 80 " 64" 128) AT 5{ A J 10 L=

n

b) Cas olm= p+1/2
e Pourm= 3/2

6 1—An[1—%(1—An)}:ﬂX1 1-x,| (74)

e Pourm= 5/2
1 1—An[1—%(1—An)+%(1—An)2}:nX1|1—x+ (75)

e Pourm= 7/2
1 1—An[An+§(1—An)2—%(1—An)3J:7TX1|1—X+| (76)

e Pourm= 9/2
- ~4n- 61-A)2-41-AV¥+1a-A)]|= -
18018, 1-20-0,) + -8, -4 -8, + La-a)* | = X, 1-x,
Les valeurs deX; pour LSBL sont :X;(m=1) = 1 X,(m=3/2)=4/m, X,(m=2)=3/2,

X\ (m=5/2) =16/(3m), X;(m=3)=15/8, X,(m=7/2)=32/(57), X,;(m=4)=35/16,
X, (m=9/2) =256/(37m) et X;(m=5)=315128 Les valeurs der sont : 7r()) = 2
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X\(m=3/2)=4/m, 1(2)=2, 1(5/2)=20/(3n), 1) =9/4, 1(7/2)=112/(15n),
r(4) =5/2, 1(9/2) =288/(35n) et r(5) =175 /64.
Dans OLSBL, on a:
a) Cas om=p+1
e Pourm=1
X, =2{,/An0(1—An0) +arctg{ ﬂ}} et A =Aarct{ ﬂ}
T AnO T AnO

e Pourm= 2

T no

41 B0 @-D.0) 1=
ﬂ{ no (1 AnO) + arct{ ]}

6)(1 5 5 5 1-A
X4 :—{(éAn02+1—2Ano+§}/Ano(1—Ano) +§arctg{ A no J}

n0

A= 6{( Ao+ j Ao@A-D) + arctg{ |=—=no Ao ]}
* Pourm= 4
_2 + 7 +35 35 /
X, =< A AT AT o 1-A + arct
1 ﬂ{( 6 24 16) nO( nO) { j}
A= §{(1An0 > A+ j no @- AnO) + arct{ - AnO J}
T\ 3 12 \/

e Pourm=5

1-A
Xy :m{(lAno 2 AnO 2:I'Anoz +&An0 +ﬁ)“ no@=8po) + GZ:ZarCt{ A . ]}
n0

1-4
sz{(ﬂnng\/ﬂmﬂ-ﬂne)+garct{ i j}

et

et

et

m|\5 40 80 64 128

/] ?{(4Ano 274An0 ggA 245]) n0 (1 AnO) = arCt{1 nO ]}

b) Cas olm= p+1/2
e Pourm= 3/2

x1=%1/1—An0[1—%(1—An0)} et r=7§T,/1—AnO

et

+ Pourm= 5/2
X1_10 1- An0|:l_2(l Ano)-l_l(]- Ano)jl et T:%)Vl_AnO[l_%(l_AnO)jl
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e Pourm=7/2
X, = 1—;‘,/1—An0 [Ano +§(1—Ano)2 _%(1_An0)3j|

et

A =1;4,/—1—An0[1—§(1—ﬂn0) +%(1—Ano)ﬂ
e Pourm= 9/2

X1 = 1_5 1_An0[1_§(1_An0) +g(l_An0)2 _g(]-_AnO)3 +%(1_An0)4j|
et
x, =18 1—Ano[1- A= Dpp) + 31— A,0)? -la—AnO)ﬂ
T S 7

Profils de vitesse de la couche limite variable (LS  BL et OLSBL) :

a) Cas olm=p+1
* Pourm= 1(modele de Bingham)
® 6
G =1-—ni\-2%Zn,+3] et =
(7,) sz”p( T ) 3-23

En intégrant—G(fyp) par rapport ér7p, on obtient I'expression de la fonctidh. Avec les

(77)

conditionsF(n=n,) =n,@1+{ )et F(7 =0) = 0, on déduit ensuite :

®=-12(1+3¢) et $=0¢%2 . 1, 1 (78)
47 +1 2 3
on a aussi :
/]:M (79)
3-2%
e Pourm= 2
_ ® 3( 2 2 )
G(/7p)—1——2/7p 6 2°n," -152 17, +10 (80)
30
avec
2 _ 2 _
= 302 > et 45 6Z+222 ; —1SZS—1 (81)
10-152 +6Z 2(10-15Z+6% 2 4
et
52
_ 304-3) i (82)
10-153> +62
* Pourm= 3
—1_ 4 (_ 3, 3 2, 2_
G(/7p)—1 14023/7p( 207, + 7027 17, 842/7p+35) (83)
avec
3 _ 2 _es3) _
® = 14022 3etZ:—1 14 28Z+2022 523 ;—1£Zs—£(84)
35-84%+70x“ - 20 2\ 35-84z+70%° -20z 2 S

et
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_ 140(1-%)°
35-843% +705% - 2033

(85)

 Pourm=4

G(7,) =1~ 16‘324 n (702“/7p“ -3155°n,’ +5402% n,° - 42057, + 126)

avec
& = 630 =
7034 -3153°+540 % - 420 I + 126

et

<{<-=

Z=—l( 145" -705°+1355° -1203 + 42 J___l 1
6

2| 705%-3155°%+ 54052 - 4203 +126) 2
1= 630(1-X)*
7054 -3155%+54052 - 4203 +126

e Pourm=5

G(n,) =1~ 27$225 n (— 252°n,° +1386&*n," ~30805°,” + 346557 17,* 1980577, + 462)

avec
® = 27725°
-252%° +138&* —30802° + 34652% —19803 + 462

et

1
<l<-=
¢ 7

7=-1 425° -25%* +6165° - 7705° +4955-132 ). 1
B _(25225 ~1386* +30805° - 346552 +19805 — 462] "2
1= 2772(1-%)°
—-25%° +138&" —3080° + 34655° —19803 + 462
b) Cas oum= p+1/2
e Pourm= 3/2

_ ¢
G(n,) = 1‘@

1-3>n
Jsna-sn)|-s2p3+352p2-15 —i)—iarct P
17,( np)( m, > n, 5 My 16) 16

21,
avec
®= 43°
1/Z(l—Z)(—Z?’ +352_1 Z—Bj—sarct 1-2
2 8 16/ 16 2
et
A _ 425/2 (1_2)3/2

1/2(1—2)(—2%322—1 2—3)—3arct =2
2 87 16) 16 >

e Pourm= 5/2
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lss5, 5 3 12,2 5 5
 n (-2 iy 95 b2 -2 5p -2
® T '7")(3 e LI M~ 06~ * “3ga <p 256)
G7,)=1--5
i 22" 9 arct 1=27,
256 zn,
avec
6
©= 25
Fa-a(lzs_szusazs_1:2-5 -5)-5arct 1~z
3 6 16 96 384 256/ 256 b2
et
712 (1 _s\5/2
1= 252 (1-73)
,/z(l—z)(lz5—5z4+9 i_1ls2_ 5 —5j 5 arcg |10
3 6 16 96 384 256/ 256 b2
e Pourm=7/2
_57 726 @_25 5+&Z4 123 3 _
- 75+ 7y 24= 0 g ' 128~ Tr
JZm,A-2n,) 5
® _22,7 2_ 35 ,7 35
G(f7p)=1—§ 768~ P 3072 7P 2048
35 arct 1727,
2048 zn,
avec
_ 8s8
1/2(1—2)(—z7+726—101z5+85z4—123—722— 35 y_ 35 )— 35 arctg 2=
2 24 48~ 128~ 768" 3072 2048/ 2048 s
et
9/2 ;4 _s\7/2
= 85%2 (1-5)
1/2(1—2)(—Z7+726—10125+852“—1 3. 7 5235 5_ 35 j— 35 arctg{ 1—2}
2 24 48~ 128" 768" 3072 2048) 2048 s
e Pourm=9/2
I 159, 9_9<8,8, 24757, 7_T77s6, 6, 93 <5, 5 |
1597 °%-2L5 +£8lsTp 1Ll +23 5
sn A-57) 52T T10% TP Tie0” TP Tea” TP T os" e _
P P 1 24,74_ 9 23”3_ 21 22”2_ 21 2/7 _ 63
G(n,) =1~ 2;"10 2560 ° 20480 P 40960 P 32768 " 65536
63 arct{ 1_2/7”}
65536 31, |
avec
2210
) 159_ 956, 24757 _T756, 9355_ 1 sa_
si-z)|5 10 160 64 256 2560 _ 63 rctg{ /1_zj
9 ¢3_ 21 s2_ 21 <_ 63 65536 b2
20480 40960 32768 65536

et



2211/2 (1_ 2)9/2

S@-5)|5 10 160" 64 256 2560 L83 o -2
9 21 21 63 65536 | =

3_ 2

20480 40960 32768 65536

lyo_958,24757 77564 9855 1 54




